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Аннотация 

Описаны элементы модели лингвистического графа знаний «Turklang», раз-

работанного в Институте прикладной семиотики АН РТ и используемого в каче-

стве базы для создания ряда лингвистических ресурсов и инструментов: портал 

«Тюркская морфема», электронный корпус татарского языка «Туган Тел», лингви-

стические процессоры.  

Для создания образовательной среды необходимы предметно-ориентиро-

ванные графы знаний, для получения которых не применимы методы создания 

общих и открытых графов. В работе описаны лингвистические графы знаний, ко-

торые отображают, с одной стороны, потенциальные возможности тюркских язы-

ков, с другой стороны, примеры реального использования в текстах. Особенность 

этих графов знаний заключается в том, что они содержат лингвистические еди-

ницы разных языковых уровней, а также семантические универсалии, соответ-

ствующие значениям этих лингвистических единиц, которые встроены в единую 

модель лингвистического графа знаний. Структура такого графа знаний позволяет 

формировать учебные курсы, строить индивидуальную образовательную траек-

торию, а также создавать задания и средства автоматизированной проверки в 

рамках контроля знаний при обучении тюркским языкам. Это дает возможность 

разрабатывать впоследствии, на основе этих графов, программы обучения с уче-

том структурно-функциональных особенностей тюркских языков, а также способ-

ствует реализации индивидуальных целей обучающихся. 

Ключевые слова: граф знаний, база знаний, лингвистический ресурс, линг-

вистическая единица, малоресурсные языки, тюркские языки, веб-портал, элек-

тронное образование, контроль знаний, автоматизированная оценка ответа 
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ВВЕДЕНИЕ 

В 1991 году Т. Джонс [1] выдвинул идею обучения языку на основе лингвисти-

ческих баз данных и гипотезу, что обучение языкам будет более эффективным, если 

обучающийся сам будет выступать в роли исследователя языка, а учитель будет 

обеспечивать ему контекст и направления познания языка. Таким образом, учащи-

еся имеют возможность работать с лингвистическими базами данных и проводят ис-

следование в своих учебных целях. Т. Джонс выделяет следующие преимущества 

данного подхода к обучению: 

1. Обучающийся учится видеть языковые структуры, искать аналогии и 

обобщать полученные данные. Кроме того, использование аутентичных материа-

лов делает речь обучающихся более идиоматичной, приближая ее к речи носите-

лей языка.  

2. Преподаватель вместо транслятора информации о языке становится 

координатором исследований ученика, что позволяет ученику самостоятельно 

обрабатывать потоки информации «об особенностях употребления языковой 

формы, а также решать задачи, связанные с ее осознанием».  

3. Изменяется роль грамматики в изучении иностранного языка. Утвер-

ждается, что грамматика языка не способна отразить все разнообразие его син-

таксических структур, поэтому неэффективно изучать грамматику отдельно от об-

ласти функционирования правил грамматики. Использование в учебном про-

цессе лингвистических ресурсов может сделать этот процесс более естественным. 

Мы считаем, что приведенные положения справедливы и для тюркских 

языков, которые обладают богатой морфологией, и для проверки названной ги-

потезы необходимо наличие лингвистических ресурсов, содержащих тюркские 

лингвистические базы знаний. С учетом структурной близости тюркских языков 

эти ресурсы могут быть универсальными для всех тюркских языков. Свою поло-

жительную роль может сыграть и многоязычность этих ресурсов, потому что обу-

чаемый сможет сравнивать языковые примеры в разных тюркских языках, акцен-

тируя внимание на особенностях конкретного изучаемого языка.  

В работе [2] авторы используют идеи, выдвинутые Т. Джонсом [1], и выде-

ляют три вида учебных материалов, которые обучающиеся могут использовать 

для изучения иностранного языка:  
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1. Электронная лексикография; 

2. Корпусные исследования; 

3. Проектирование электронных учебников и учебных терминологиче-

ских баз данных.  

К преимуществам изучения иностранного языка с использованием перечис-

ленных учебных материалов, с учетом идей Т. Джонса, авторы [2] добавили ряд 

дополнительных пунктов:  

1. Работа с актуальным материалом; 

2. Развитие исследовательских навыков; 

3. Усвоение естественного построения речи.  

Авторы работы [2] также считают, что ценность лингвистической базы дан-

ных при изучении иностранного языка повышается, если она сочетает в себе учеб-

ную, справочную, систематизирующую и коммуникативную функции. 

Воспользуемся гипотезами, выдвинутыми авторами перечисленных работ, 

для их апробации на тюркских языках. Для проверки сформулированных утвер-

ждений необходимо наличие лингвистических ресурсов, которые, как указано ра-

нее, должны содержать в себе учебную, справочную, систематизирующую и ком-

муникативную функции. Однако в настоящее время практически все тюркские 

языки, кроме турецкого, являются малоресурсными языками, так как испытывают 

недостаток в лингвистических ресурсах различных типов. В Институте прикладной 

семиотики Академии наук Республики Татарстан разрабатывается ряд лингвисти-

ческих ресурсов для компьютерной обработки тюркских языков. В роли наиболее 

значимых из них можно выделить:  

1. Лингвистический портал «Тюркская морфема»; 

2. Электронный корпус «Туган тел». 

Электронный корпус «Туган тел» ранее был реализован в двух версиях на 

разных технологических платформах, в настоящее время создается третья версия 

электронного корпуса на базе графовых баз данных. Графовые базы данных поз-

воляют более эффективно представлять в корпусе синтаксическую и семантиче-

скую информацию.  
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В основе новой версии электронного корпуса «Туган тел» и лингвистиче-

ского портала «Тюркская морфема» лежит единая лингвистическая модель зна-

ний «TurkLang», реализованная в виде лингвистического графа знаний. Эта мо-

дель также является разработкой Института прикладной семиотики АН РТ. 

ЛИНГВИСТИЧЕСКИЕ ГРАФЫ ЗНАНИЙ 

В настоящее время одним из эффективных способов представления линг-

вистической информации в различных ресурсах являются графы знаний. Имеется 

целый ряд работ с описанием лингвистических графов знаний, в основном зару-

бежных, что показывает невысокую развитость отечественных разработок и ис-

следований в данном направлении. 

 

Рис. 1. Модель лингвистического графа знаний 

Рассмотрим один из примеров, который, на наш взгляд, наиболее близок к 

требованиям, предъявляемым к графам знаний для представления тюркского 

лингвистического ресурса. Таким примером является лингвистический граф, опи-

санный в работе [3] (модель данного лингвистического графа знаний представ-

лена на рисунке 1). По утверждению авторов, этот граф позволяет моделировать:  
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1. Отношения между концептами и их лексическим представлением; 

2. Информацию о статистике слов; 

3. Диахроническую информацию как понятий, так и слов. 

Лингвистический граф, описанный в названной работе, включает такие вер-

шины, как концепты (Concept), лексические концепты (Lexicon Concept) и лекси-

ческие входы или лексемы (Lexicon Entry). Лексические концепты связаны между 

собой таксономическими отношениями типа гипонимии и гиперонимии. Лекси-

ческие входы связаны как с леммой (Lemma), так и с основой словоформы (Stem). 

Лемма – это словарная форма. В ряде случаев лемма и основа совпадают, что 

зависит от типа языка. 

Недостатком этого графа знаний для представления полнотекстовой ин-

формации является то, что в нем отсутствует возможность описания ситуаци-

онно-фреймовой семантики. Данный граф позволяет описывать только лексиче-

скую информацию, аналогичную той, что представлена в известном электронном 

лингвистическом тезаурусе WordNet. 

Для описания ситуационных сценариев подходящим ресурсом являются 

графы знаний фреймового типа. Самыми известными и наиболее заполненными 

из них являются такие лингвистические базы знаний, как FrameNet и VerbNet. По-

этому необходимо включение в многоуровневый лингвистический граф знаний 

элементов ресурсов такого типа. 

Также при том, что данный граф предназначен для представления словар-

ной информации, в нем также отсутствует возможность грамматической (морфо-

логической и синтаксической) структуры лингвистических единиц. Учитывая бо-

гатую морфологическую структуру тюркских языков, можно утверждать, что это 

является необходимым условием для представления данных о тюркских текстах.  

АРХИТЕКТУРА ЛИНГВИСТИЧЕСКОГО ГРАФА ЗНАНИЙ «TURKLANG» 

На основе проделанного анализа лингвистических графов знаний нами 

была создана модель лингвистического графа знаний «TurkLang» для описания 

тюркских языков. Главное отличие этого графа знаний основано на структурно-

функциональных особенностях тюркских языков. В тюркских языках существует 

четкое деление на структурные компоненты слова, именуемые морфемами. Та-
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кое деление позволяет представить морфологическую структуру тюркской слово-

формы в виде графа, вершинами которого являются морфемы, а ребрами – по-

рядок следования в словоформе. 

Модель лингвистического графа знаний для описания тюркских языков 

«TurkLang» представляет единый граф знаний, который подразделяется на не-

сколько подграфов. Подобное разделение связано с содержимым этих подграфов 

и с тем, что представляют собой вершины и ребра этих подграфов (схема разде-

ления на подграфы представлена на рис. 2). 

 

Рис. 2. Архитектура подграфов графа знаний портала 

Подграф «Семантические структуры» сам является комбинацией несколь-

ких подграфов, содержащих различные семантические универсалии (семантиче-

ские единицы, универсальные для всех тюркских языков). «Тезаурусы» – это под-

граф, вершинами которого являются концепты, связанные между собой отноше-

ниями гипонимии и гиперонимии. «Фреймы» – подграф с семантическими сцена-

риями ситуаций, представленными в виде фреймов. Вершинами подграфа «Грам-

мемы» являются грамматические категории и вершины для их классификации. 

Подграфы типа «Лингвистические единицы» содержат вершины, соответ-

ствующие лингвистическим единицам разных языковых уровней: морфемы, сло-

воформы, аналитические формы, предложения; каждый подграф соответствует 



Электронные библиотеки. 2024. Т. 27. № 3 
 

 

 

 

257 

 

одному тюркскому языку. Ребра отражают структурные связи между этими еди-

ницами. На рисунке данный подграф разделен на две составляющие: «Потенци-

альные возможности» и «Реальное использование», реализующиеся в двух линг-

вистических ресурсах. «Потенциальные возможности» лингвистических единиц 

тюркских языков описаны в лингвистическом портале «Тюркская морфема», а 

«Реальное использование» в речи и тексте представлено в электронном корпусе 

«Туган тел», который содержит тексты тюркских языков. 

Структура модели лингвистического графа знаний «TurkLang» для описания 

тюркских языков (вершины и связи) и то, из чего состоят подграфы рисунка 2, рас-

крыта на рис. 3. В центре этого графа изображен элемент «Морфема» 

(morpheme), который является основной лингвистической единицей графа зна-

ний портала. 

 

Рис. 3. Структура модели лингвистического графа знаний TurkLang 
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Вершины, обозначающие «Корпус» (corpus) и «Документ» (document), от-

носятся к разделу графа с описанием реального использования языка. Элементы 

«Предложение» (sentence), «Морфема» (morpheme), «Корень» (stem), «Аффикс» 

(affix), «Частица» (particle), «Послелог» (postposition) и «Многословное выраже-

ние» (MWE) присутствуют как в разделах реального, так и потенциального описа-

ний языка (см. рис. 2). 

Элементы «Грамматическая категория» (grammatical category), «Грам-

мема» (grammeme) и «Семантема» (semanteme) относятся к семантическим 

структурам грамматики. Элементы «Лексема» (lexeme), «Концепт» (concept) и 

«Онтология» (ontology) относятся к семантическим структурам тезауруса. Эле-

менты «Ситуация» (situation) и «Роль» (role) относятся к семантическим структу-

рам фреймов. Связь семантических структур с лингвистическими единицами, а 

также морфотактическая связь лингвистических единиц между собой выражают 

потенциальные возможности графа знаний по генерации новых текстовых описа-

ний (разработке анализаторов и синтезаторов текстов на различных уровнях: 

морфологическом, синтаксическом и семантическом). 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ГРАФА ЗНАНИЙ «TURKLANG» ДЛЯ РАЗРАБОТКИ 

ИНСТРУМЕНТОВ ОБУЧЕНИЯ ТЮРКСКИМ ЯЗЫКАМ 

В работе [1] содержится утверждение, что ученик, изучающий языки, дол-

жен учиться видеть языковые структуры, искать аналогии и обобщать полученные 

данные. Кроме того, использование аутентичных материалов делает речь обуча-

ющихся более идиоматичной, приближая ее к речи носителей языка. Мы счи-

таем, что все эти возможности в полной мере реализованы в предложенной нами 

модели, на основе которой построены лингвистический портал «Тюркская мор-

фема» и электронный корпус «Туган тел». 

Рассмотрим примеры того, как из базы знаний, построенной на основе 

нашей модели, можно извлекать информацию о сравнительных особенностях 

тюркских языков и строить учебные задания для их изучения. Особенно эффек-

тивно это может работать для обучения студентов, уже знающих один тюркский 

язык, другому тюркскому языку на примерах рассмотрения разницы в ситуацион-
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ных фреймах двух соответствующих друг другу предложений в языковой паре. Да-

лее представлены примеры учебных заданий для турецко-татарской языковой 

пары. 

1. В зависимости от ролевой схемы глагола выбирается вариант перевода. 

o insanı vuruyor 'он убивает человека' →  

PN(o) N(insan)+ACC(-yI) V(vur)+PRES(-Iyor) → 

PN(ул) N(кеше)+ACC(-нЫ) V(үтер)+PRES(-Й) →  

ул кешене үтерә  

o insana vuruyor 'он ударяет человека' →  

PN(o) N(insan)+DIR(-yA) V(vur)+PRES(-Iyor) → 

PN(ул) N(кеше)+DIR(-ГА) V(сук)+PRES(-Й) →  

ул кешегә суга 

2. Разные ролевые схемы в разных языках. 

o bunu Ayşeye sordu 'он спросил это у Айшы' →  

PN(o)  N(bu)+ACC(-yI)  N(Ayşe)+DIR(-yA)  V(sor)+PST_DEF(-du) →  

PN(ул)  N(бу)+ACC(-нЫ)  N(Әйшә)+ABL(-ДАн)  V(сора)+PST_DEF(-ДЫ)  →  

ул моны Әйшәдән сорады 

o işe başlıyor 'он начинает работу' →  

PN(o) N(iş)+DIR(-yA) V(başla)+PRES(-Iyor) →  

PN(ул) N(эш)+ACC(-нЫ) V(башла)+PRES(-Й) →  

ул эшне башлый  

Такого рода задания могут быть сгенерированы с использованием приме-

ров реальных предложений на том или ином языке из электронного корпуса, се-

мантической разметки на основе ситуационных фреймов портала «Тюркская мор-

фема», морфогенератора предложений портала для перевода и морфоанализа-

тора портала для получения схемы разбора. Также ученику доступна информаци-

онно-справочная система портала, с помощью которой возможно более подроб-

ное изучение морфем, грамматики и семантики задания. 

Ролевые схемы на основе ситуационных фреймов портала «Тюркская мор-

фема» могут быть использованы не только при генерации заданий, но и для авто-

матизированной проверки ответа ученика. Для этого предлагается следующая ре-

ализация прагматически-ориентированного алгоритма автоматического анализа 
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ответа обучаемого с использованием фреймов, тезауруса и грамматики портала 

(в частности, морфотактики). Схема этого алгоритма представлена на рис. 4. 

 

Рис. 4. Схема алгоритма анализа ответа 

Рассмотрим алгоритм: 

1. На первом этапе ответ на вопрос в виде текста на тюркском языке сна-

чала проходит этап морфоанализа с помощью анализатора портала «Тюркская 

морфема». 

2. Далее полученный морфологический разбор поступает на вход лекси-

ческому процессору, в котором производятся лексический анализ с использова-

нием модели ответа (свой для каждого вопроса) и трансформация текста ответа в 

форму цепочки концептов из тезауруса портала (канонизированный ответ). Мо-

дель ответа своя для каждого вопроса, она определяет ожидаемый лексикон и 

семантику ответа, имея вид пар «Концепт – Множество корневых морфем, соот-

ветствующих ответу». Такая модель ответа может быть сгенерирована полностью 

в автоматическом режиме с использованием лингвистического ресурса портала 

«Тюркская морфема» и ситуационного фрейма (какого – указано далее). 
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3. На третьем этапе канонизированный ответ поступает на вход семан-

тическому интерпретатору, который производит проверку соответствия цепочки 

концептов индивидуальной концептуальной грамматике ответа на основе ситуа-

ционного фрейма, ожидаемого в ответе для данного задания. В большинстве слу-

чаев это тот же ситуационный фрейм, с помощью которого это задание и было 

сгенерировано. На выходе получается числовой вектор, называемый вектором 

ситуации. Этот вектор должен позволять оценить правильность, точность и пол-

ноту ответа, содержать данные о соответствии ответа ожидаемому ситуацион-

ному фрейму, ожидаемому лексикону, о длине ответа, модальность и т. д. 

 

Рис. 5. Схема данных, извлекаемых из портала для анализа ответа 

На рис. 5 представлена схема данных, извлекаемых из портала в процессе 

анализа. Ситуационный фрейм задается действием, определяющим ситуацию и 

роли объектов, участвующих в данной ситуации. Действию соответствует некото-

рый набор концептов действия, а ролям объектов – концепты объектов, которые 

могут выполнять данные роли. К перечисленным концептам могут также отно-

ситься атрибутивные единицы – концепты атрибутов действий и концепты атри-

бутов объектов – но они не обязательны к использованию в фрейме, значит, и в 
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ответе. Каждому концепту в некотором тюркском языке соответствует множество 

корневых морфем, и данные пары определяют модель ответа. С корневыми мор-

фемами и между собой правилами морфотактики связаны аффиксальные мор-

фемы. Кроме того, некоторые аффиксальные морфемы обязательны к использо-

ванию при реализации ситуационного фрейма в языке. Все эти элементы в пол-

ной мере определяют грамматику и семантику всевозможных вариаций правиль-

ных ответов (с учетом строго структурированного синтаксиса тюркских языков), 

что позволяет произвести анализ и предварительную оценку в виде вектора ситу-

ации в автоматическом режиме. 

Ранее реализация и оценка аналогичного алгоритма были представлены ав-

торами в статье [4], однако в нем использовались иные языковые универсалии, 

недостаточно учитывающие особенности тюркских языков и не имеющие ресур-

сов для автоматической генерации. Представленный здесь алгоритм в полной 

мере использует ресурс портала «Тюркская морфема» для автоматического ана-

лиза ответа. При этом для генерации заданий может быть использован ресурс 

электронного корпуса «Туган тел» и иных электронных корпусов тюркских языков.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представленная модель лингвистического графа «Turklang» находит свою ре-

ализацию в разработанных ранее и разрабатываемых на данный момент лингвисти-

ческих ресурсах и инструментах обработки естественного языка, таких как портал 

«Тюркская морфема» и электронный корпус тюркских языков «Туган тел». Данный 

лингвистический граф позволяет наиболее полно представить лингвистическую ин-

формацию для тюркских языков, с учетом их структурно-функциональных особенно-

стей, на всех языковых уровнях: грамматика (морфология и синтаксис) и семантика 

(тезаурус и ситуационные фреймы) как в их потенциальных возможностях, так и в 

реальном использовании в текстах и речи. За счет этого возможны реализация ре-

сурсов для электронного образования, учебных курсов с использованием информа-

ционно-справочной системы, а также разработка автоматических генераторов учеб-

ных заданий, внедренных в данные ресурсы и курсы, что является дальнейшей за-

дачей, стоящей перед авторами статьи. 
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Abstract 

This article presents elements of the linguistic knowledge graph “Turklang”, de-

veloped at the Institute of Applied Semiotics of the Academy of Sciences of Tatarstan 

and used as a basis for creating a number of linguistic resources and tools: the portal 

“Turkic Morpheme”, the electronic corpus of the Tatar language “Tugan Tel”, morpho-

analyzer. Creating an educational environment requires subject-oriented knowledge 

graphs, for which methods of general and open graphs are not suitable. This paper 
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describes linguistic knowledge graphs, which reflect, on the one hand, potential capa-

bilities of Turkic languages, and on the other hand, examples of actual use in texts. 

Peculiarity of these knowledge graphs is that they contain linguistic units of different 

linguistic levels, and concepts corresponding to meanings of these linguistic units, 

which are built into the thesaurus of concepts. Structure of this knowledge graph al-

lows to formulate the content of a training course, build an individual educational tra-

jectory, as well as create tests and tools of automated answer grading as part of 

knowledge control when teaching Turkic languages. This makes it possible to subse-

quently develop, based on these graphs, training programs taking into account the 

structural and functional features of the Turkic languages, and also contributes to the 

implementation of individual goals of students. 

Keywords: knowledge graph, knowledge base, linguistic resource, linguistic unit, 

low-resource languages, Turkic languages, web portal, e-learning, knowledge control, 

automated answer grading 
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Аннотация 

Представлен блокчейн-симулятор, предназначенный для обучения сту-

дентов и начинающих блокчейн-разработчиков. Симулятор создан с целью 

предоставить пользователям интуитивно понятное и доступное средство для 

изучения основных концепций и механизмов функционирования блокчейна. 

Рассмотрены основные аспекты проектирования и архитектуры симулятора, а 

также представлена демонстрация работы приложения. Разработанный симуля-

тор способствует привлечению новых специалистов в сферу блокчейн-разра-

ботки. 

Ключевые слова: блокчейн, блокчейн-симулятор, введение в блокчейн 

 ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность работы продиктована ростом популярности технологии 

блокчейн и, как следствие, потребностью в подготовке специалистов в этой об-

ласти. В ходе исследования было выявлено, что существующие симуляторы, а 

именно, Bitcoin Simulator [1], BlockSim: Faria [2], SimBlock [3], BlockSim: Alharby [4] 

и VIBES [5], мало пригодны для целей обучения, так как работают по принципу 

«черного ящика» и не дают возможности просматривать данные отдельно взя-

того блока, транзакции и те данные, которые временно хранятся на узле до 

включения в блокчейн (например, транзакции из пула узла). Таким образом, воз-

никает потребность в создании нового симулятора, который будет обеспечивать 
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прозрачность потока данных и наглядно демонстрировать принципы работы 

блокчейн-сети. 

 АРХИТЕКТУРА БЛОКЧЕЙН-СИМУЛЯТОРА 

Архитектура симулятора представляет собой многослойную структуру мо-

дулей (рис. 1). Рассмотрим каждый из представленных слоев. 

 

Рис. 1. Поток данных в многослойной архитектуре 

Слой данных инкапсулирует модель блокчейна. В целях достижения 

наибольшей прозрачности работы системы данный слой был несколько упро-

щен в сравнении с Bitcoin [6]. В частности, были вырезаны такие механизмы, как 

деревья Меркла [7], упрощенная проверка платежей [6] и UTXO [6]. В этих же 

целях были упрощены структуры данных блокчейна. Для сравнения: диаграмма 

классов блокчейна, построенная по данным реального блока Bitcoin [8], пред-

ставлена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Диаграмма классов блокчейна Bitcoin 
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Диаграмма классов блокчейна разработанного симулятора представлена 

на рис. 3. 

 

Рис. 3. Диаграмма классов блокчейна 

Слой блокчейн-сети инкапсулирует логику работы сети, аналогичной 

Bitcoin с незначительными изменениями: 

 Новые транзакции рассылаются всем узлам. 

 Каждый узел включает полученные транзакции в блок. 

 Узлы выбирают случайный nonce и находят хэш блока. 

 Как только узлу удается найти подходящий хэш, он отправляет блок в сеть. 

 Узлы принимают блоки только в том случае, если все транзакции в них кор-

ректны и не повторяются. 

 Узлы выражают согласие с новыми данными, начиная работу над следую-

щим блоком и используя хэш предыдущего блока в качестве новых исход-

ных данных. 

Слой симуляции отвечает за моделирование процесса обмена транзакци-

ями между участниками сети. Симуляция реализована по принципу дискретно-

событийного моделирования: генератор случайных чисел возвращает число, 

определяющее следующее событие, которое будет обработано системой 

(рис. 4). 
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма симуляции 

totalTx – общее число совершенных транзакций. 

longestChainTx – число транзакций в самом длинном блокчейне. 

Слой UI включает в себя такие компоненты, как сетевая диаграмма, лог 

операций, список узлов, миниатюра блокчейна, модальные окна блока и узла и 

т. д. 
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ДЕМОНСТРАЦИЯ РАБОТЫ БЛОКЧЕЙН-СИМУЛЯТОРА 

Программа принимает на вход файл в формате JSON, описывающий мас-

сив узлов. В текущем примере блокчейн каждого узла представлен одним бло-

ком, который содержит единственную coinbase-транзакцию, которая начисляет 

10000 BTC на адрес, связанный с данным узлом (листинг 1). 

{ 

        "id": 1, 

        "name": "Узел 1", 

        "publicKey": 

"04ebe3074d1fe1c97a1385a2644856085815d592b4f7db1eb71e3faff6f64694c2d97815c8cf5c5

b6979083e487231fbb3bd6968f62d09c81056ea2fc9ec73ffd2", 

        "privateKey": 

"3503c1dbc9712c3f7cb22b167479c371770ab60ece3b4f7c22994be33187d24b", 

        "blockchain": { 

            "chain": [ 

                { 

                    "nonce": 2083236893, 

                    "previousHash": 

"0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000", 

                    "hash": 

"3f5b126e860591a11402e6899ea5a5e88343df767aa5800168a10f6b4df31ec1", 

                    "transactions": [], 

                    "coinbase": { 

                        "miner": 

"04ebe3074d1fe1c97a1385a2644856085815d592b4f7db1eb71e3faff6f64694c2d97815c8cf5c5

b6979083e487231fbb3bd6968f62d09c81056ea2fc9ec73ffd2", 

                        "amount": 10000 

                    } 

                } 

            ] 

        }, 

        "transactionPool": [], 

        "newBlock": null, 

        "newTransaction": null 

    } 

 

Листинг 1. Входные данные для Узла 1. 

В текущей реализации параметры блокчейна устанавливаются через про-

граммный код. Для данного примера была задана следующая конфигурация: 

 Количество транзакций в блоке = 3. 

 Вознаграждение за майнинг = 10 BTC. 

Рассмотрим процесс работы симулятора. После завершения загрузки при-

ложения и чтения входных данных из файла главный экран программы выглядит 

следующим образом (рис. 5.) 
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Рис. 5. Главный экран программы после загрузки входных данных 

Далее узлы начинают обмениваться криптовалютными транзакциями и ге-

нерировать блоки. Сгенерированные блоки отображаются в компоненте Блок-

чейн (рис. 6). 

 

Рис. 6. Блокчейн после генерации 5 блоков 

Данный компонент отображает схему копий блокчейна, хранящихся на 

каждом узле. Симулятор предоставляет возможность просмотра данных каж-

дого блока, включая его транзакции, при выборе соответствующего блока в 

блокчейне (рис. 7). 
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Рис. 7. Просмотр блока 
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В ходе симуляции через равные промежутки времени происходит одно из 

событий: Транзакция создана, Транзакция распространяется по сети, Транзак-

ция попадает в пул узла, Транзакция попадает в блок, Новый блок сгенериро-

ван, Новый блок распространяется по сети, Новый блок добавляется к блок-

чейну узла, Новый блок отброшен узлом. Для пользовательского вывода собы-

тий предусмотрены два компонента: Лог операций и Сетевая диаграмма. 

В лог операций отображается информация о 1000 последних событий, 

произошедших в системе (рис. 8). 
 

 

Рис. 8. Лог операций после генерации 5 блоков 

Сетевая диаграмма служит для анимированного отображения событий, 

которые происходят в системе в данный момент (рис. 9). 

 

Рис. 9. Сетевая диаграмма после генерации 5 блоков 
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К примеру, на данном снимке на сетевой диаграмме отображены два со-

бытия: Новый блок распространяется по сети, Транзакция попадает в пул 

узла. 

При наступлении событий также в реальном времени обновляются следу-

ющие данные в соответствующих компонентах пользовательского интерфейса: 

Блоки блокчейна, Транзакции блокчейна, Текущая неопубликованная транзак-

ция узла, Пул транзакций узла, Текущий неопубликованный генерирующийся 

блок узла. 

Рассмотрим результаты симуляции: в ходе работы приложения было сге-

нерировано 15 транзакций, которые были включены в 5 новых блоков. Анализ 

выходных данных показал, что получившийся на выходе снимок состояния блок-

чейн-сети является полностью валидным. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате исследования спроектирован и разработан обучающий блок-

чейн-симулятор, который включает в себя основные компоненты и механизмы 

реального блокчейна. Симулятор позволяет пользователям ознакомиться с та-

кими ключевыми аспектами технологии блокчейн, как создание транзакций и 

формирование блоков. 

Эксперимент показал, что разработанный симулятор способен не только 

корректно моделировать блокчейн-сеть, но и в удобном виде предоставлять ин-

формацию о событиях, происходящих в системе. 

Существенным преимуществом симулятора является то, что его может за-

пустить в браузере любой желающий. Симулятор может быть использован в ка-

честве учебного материала при обучении технологии блокчейн. Например, его 

можно демонстрировать студентам высших учебных заведений при освоении 

соответствующих образовательных программ. 
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Abstract 

This article presents an educational blockchain simulator intended for training 

students and beginning blockchain developers. The simulator was created to provide 

users with an intuitive and accessible tool for learning the basic concepts and mech-

anisms of blockchain functioning. The article discusses the main aspects of the design 

and architecture of the simulator, and also provides a demonstration of the applica-
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tion. In addition, the possibilities for further development of the simulator and its po-

tential as a tool for teaching and research in the field of blockchain technologies are 

discussed. The resulting simulator contributes to the field of education and science, 

helping to increase the level of competence of specialists and the development of 

innovative solutions in the field of blockchain. 

Keywords: blockchain, blockchain simulator, introduction to blockchain  
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Аннотация 

Методы проверки ответов обучающихся с использованием языковых моде-

лей в настоящее время исследуются разными специалистами. Результаты автома-

тизированного оценивания зависят от предметной области и особенностей учеб-

ной дисциплины. В работе проанализированы ответы студентов, полученные в 

ходе изучения курса «Компьютерная графика и дизайн». При помощи языковых 

моделей определены векторы документов. Предложен метод оценивания отве-

тов через нахождение косинусного сходства полученных векторов и уточнение 

оценок проверкой ключевых слов. Результаты могут использоваться при предва-

рительной проверке ответов студентов и являются базой для дальнейших иссле-

дований.  

Ключевые слова: языковая модель, контроль знаний, обработка текста, 

ключевое слово ответа, автоматизированная оценка ответов обучающихся, коси-

нусное сходство, векторное представление документа, BERT, word2vec, открытый 

вопрос 

ВВЕДЕНИЕ 

Проверка и оценка знаний, умений, навыков студентов являются обязатель-

ной составляющей обучения, процессом обратной связи [1]. От результатов и 

условий проведения контроля знаний зависят качество образовательного про-

цесса и степень удовлетворенности обучающихся. Составление заданий для про-

верочных работ, тестирований и экзаменов всегда являлось достаточно трудоём-

mailto:mchulpan@gmail.com,
mailto:k.i.i.08@yandex.ru
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кой работой для учителей и преподавателей [2]. Вопросы объективного оценива-

ния заданий, выполненных обучающимися, и процедура проведения контроль-

ных мероприятий также продолжают обсуждаться участниками образователь-

ного процесса. С развитием онлайн-образования контроль знаний остаётся одной 

из наиболее острых и дискуссионных проблем организации обучения [3], так как 

в данном случае проверка знаний, умений и навыков в большинстве случаев про-

водится дистанционно. Увеличивается доля самостоятельной работы обучаю-

щихся, и, как правило, возрастает количество студентов, обучающихся у одного 

преподавателя. В настоящее время специалистами изучаются различные под-

ходы к автоматизации составления заданий и оцениванию выполненных работ. 

Разработан инструмент анализа проектной работы, позволяющий преподавателю 

выставлять оценки, анализируя собранные данные о работе студентов [4]. Про-

граммный комплекс (система контроля знаний), использующий конструктивно-

выборочный метод, позволяет на практике применять новый тип заданий для ав-

томатизированного контроля знаний и навыков по программированию [5]. Пред-

лагаются новые подходы, основанные на формализации знаний. Например, си-

стема, базой которой является онтология OntoMathEdu, предназначена для реше-

ния ряда задач, в том числе для автоматического тестирования знаний [6]. 

Во время тестирования знаний применяются различные формы заданий. На 

данном этапе развития технологий платформы онлайн-обучения предоставляют 

возможность автоматической проверки ответов на такие вопросы, которые тре-

буют выбора одного или нескольких верных из множества имеющихся, сопостав-

ления, ввода числового ответа, заполнения пропусков и другие. При выполнении 

заданий открытого типа обучающиеся самостоятельно формулируют ответ. Вклю-

чение в тесты таких заданий повышает объективность контроля знаний, так как в 

этом случае не предъявляются варианты верных и неверных ответов и снижается 

вероятность угадывания или подбора верного варианта.  

В настоящей работе рассмотрены подходы к автоматизированному оцени-

ванию коротких ответов. Такие ответы формулируются на естественном языке, их 

длина может изменяться от одного предложения до одного абзаца.  

Специалисты начали исследовать проблему автоматизированного оценива-
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ния коротких ответов более 50 лет назад [7]. Сегодня изучается возможность по-

лучения такой оценки при помощи языковых моделей, которые в последние годы 

используются для решения разных задач, в том числе в образовании [8, 9]. Рас-

смотрены подходы к автоматизации решения текстовых математических задач с 

использованием моделей [10]. Предложена методика оценки и анализа форму-

лировок результатов обучения. В качестве исходных данных выступают формули-

ровки результатов обучения, между которыми вычисляется семантическое рас-

стояние. Трансформация исходного текста в вектор происходит с помощью язы-

ковой модели [11]. Представлено исследование задачи автоматической класси-

фикации коротких связных текстов (эссе) на английском языке [12]. Авторы этой 

работы подробно рассмотрели оценочные метрики для задач автоматического 

оценивания коротких ответов, учитывая специфику наборов данных. Так как база 

ответов обучающихся, как правило, имеет меньший объём, чем, например, база 

отзывов или данных с веб-страниц, интерпретация результатов должна идти с 

учётом этого факта [13]. По этой причине исследователи уделяют большое внима-

ние подготовке набора данных для изучения проблемы автоматизированного 

оценивания коротких ответов, полученных на разных языках [14]. В работе [15] 

авторы оценили при помощи предварительно обученных моделей 840 ответов на 

21 вопрос. Улучшить точность оценки можно при расширении базы ответов. 

Также значение имеет сбалансированность набора, например, сопоставимое ко-

личество верных и неверных ответов. В этой работе получены результаты приме-

нения семи моделей, но отмечено, что они требуют перепроверки с другими 

наборами данных. После такой проверки планируется перейти к следующей цели 

— расширить проект, включив в него работу над ответами в виде эссе [16].  

Нами были собраны 1319 коротких ответов студентов на 41 вопрос, полу-

ченных в ходе изучения дисциплины по выбору «Компьютерная графика и ди-

зайн». Ответам была дана экспертная оценка. Большинство ответов было оце-

нено экспертом как верные (1) или неверные (0). В некоторых случаях, например, 

если ответ предполагал перечисление, экспертная оценка могла выражаться 

дробным числом от 0 до 1. В настоящей работе представлены результаты оцени-

вания ответов при помощи языковых моделей и уточнения полученных оценок с 

использованием проверки ключевых слов. 
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ОЦЕНИВАНИЕ ОТВЕТОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЯЗЫКОВЫХ МОДЕЛЕЙ 

Языковые модели word2vec и BERT применяются для решения различных 

задач, связанных с обработкой текста. Например, в [17] с использованием этих 

моделей проведен сентимент-анализ данных социальных сетей. В [18] опреде-

лены наиболее эффективные модели семейства BERT для выявления деструктив-

ного контента в социальных медиа. В настоящее время исследователи изучают не 

только процесс обучения и полученные результаты, но и объяснимость и прозрач-

ность алгоритмов моделей, что в перспективе должно привести к их более опти-

мальному использованию (см., например, [19]).  

Для оценивания ответов ранее мы применили модель word2vec, обученную 

на текстах по компьютерной графике. Результаты показали, что при помощи этой 

модели можно выявить ответы, явно неверные и близкие к верным по формули-

ровке. В случаях, когда значение косинусной меры было близко к 0.5, предлагался 

дополнительный этап проверки [20].  

Ответы студентов, полученные во время опросов, зачетов и экзаменов, до-

полнительно были проверены при помощи готовой языковой модели на основе 

BERT [21]. Если значение косинусной меры для векторов корректного ответа и от-

вета студента не превосходило 0.5, мы считали, что модель верно оценила ответ 

студента. Например, вариантом корректного (шаблонного) ответа на вопрос «Что 

называется воксельной моделью?» является ответ «Трехмерная модель, состоя-

щая из вокселей (элементов объема, кубиков)». Значения косинусной меры 

между векторами некоторых ответов студентов и шаблонного ответа приведены 

в таблице 1. Ответы здесь даны в том виде, в котором получены от студентов, ор-

фография и пунктуация сохранены. 

 

Таблица 1. Результаты оценивания ответов 

Ответы студентов Экспертная 

оценка  

Косинусное 

сходство  

«Воксельная модель – состоящая из вокселей (ку-

бов)» 

1 0.716 

«адаптация цветовой модели» 0 0.237 

«Воксельная модель – трехмерный растр, состоит 1 0.452 
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из вокселей (как пиксели в 2D, только в 3D). Из них 

строится изображение» 

 

Как видно из таблицы 1, в первом и втором случаях модель оценила ответы 

верно, в третьем случае правильный ответ студента был оценен как неверный. 

Всего в 76.5 % случаев модель на основе трансформеров верно оценила ответы 

студентов. Но точность по отдельным вопросам варьируется от 46 до 97 

процентов. 

Была осуществлена проверка, как повторение теории влияет на результаты 

теста. Для этого студентам непосредственно перед тестированием была предо-

ставлена возможность прочитать необходимый теоретический материал, содер-

жащий ответы на предлагаемые вопросы. Количество правильных ответов ожи-

даемо увеличилось. Также точность результата проверки ответов, которые полу-

чены после прочтения, выше на 11.1%, что связано в первую очередь с тем, что, 

формулируя ответы, студенты использовали чаще те слова и предложения, кото-

рые только что повторили. Данные по 10 вопросам представлены на рис. 1 (точ-

ность оценки в %). 

 

 
Рис. 1. Доля верно оцененных ответов (левые столбцы – ответы получены 

без повторения учебного материала, правые столбцы – ответы получены после 

повторения учебного материала) 
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В тех случаях, когда опрос проходит непосредственно после изучения темы, 

использование в формулировках корректного (шаблонного) ответа выражений из 

теоретического материала (лекций, рекомендованной литературы) позволит бо-

лее точно оценить ответы. Если во время тестирования проверяются остаточные 

знания, при достаточно заполненной базе ответов возможно оценивание на ос-

нове сравнения верных ответов, полученных от студентов. Например, обучающи-

еся получили задание «Графический редактор – это ... (дописать определение, 

примеры приводить не нужно)». Как правило, это задание не вызывает затрудне-

ний, с графическим редактором обучающиеся знакомы со школы. Верные ответы 

студентов были сформулированы по-разному, например, «Приложение для ре-

дактирования изображений», «инструмент (приложение), которое позволяет ре-

дактировать и создавать изображения», «Приложение, с помощью которого 

можно создавать и изменять изображения» и т. д. Было найдено косинусное 

сходство между ответами студентов и корректным (шаблонным) ответом. После 

этого были выбраны 10 верных ответов, полученных от обучающихся. Затем сфор-

мирован вектор, являющийся средним для векторов верных ответов. Далее было 

вычислено косинусное сходство между средним вектором и векторами 10 случай-

ных ответов студентов. В таблице 2 приведены оценки, выставленные экспертом, 

значения косинусной меры между векторами и абсолютные значения разности 

между оценками, выставленными экспертом и значениями косинусной меры. 

Таблица 2. Результаты оценивания ответов различными способами 

Номера 

ответов 

студентов 

Эксперт-

ная 

оценка 

Значение косинусной 

меры 

Абсолютное значение 

разности между эксперт-

ной оценкой и значением 

косинусной меры  

1-й способ 2-й способ 1-й способ 2-й способ 

1 0.5 0.396 0.534 0.104 0.034 

2 1 0.397 0.581 0.603 0.419 

3 0 0.176 0.346 0.176 0.346 

4 1 0.394 0.569 0.606 0.431 

5 0.5 0.342 0.535 0.158 0.035 
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6 0 0.372 0.452 0.372 0.452 

7 1 0.627 0.749 0.373 0.251 

8 1 0.574 0.763 0.426 0.237 

9 1 0.339 0.614 0.661 0.386 

10 0 0.612 0.755 0.612 0.755 

 

При 1-м способе рассматривались вектор ответа студента и вектор коррект-

ного (шаблонного) ответа. При 2-м способе – вектор ответа студента и вектор, яв-

ляющийся средним для векторов верных ответов студентов. В большинстве слу-

чаев результаты оценивания стали лучше. Абсолютное значение разности между 

экспертной оценкой и значениями косинусной меры между векторами увеличи-

лось для ответов, которые содержат слова верных ответов, но сформулированы 

ошибочно. Это ответ 3: «инструмент для работы с мультимедиями», ответ 6: «При-

ложение /облако, где можно редактировать или вносить какие-либо правки», от-

вет 10: «Графический редактор – приложение для редактирования» (орфография 

и пунктуация сохранены). Уточнить оценки ответов возможно проверкой ключе-

вых слов. 

ПРОВЕРКА КЛЮЧЕВЫХ СЛОВ 

Под ключевыми словами корректного (шаблонного) ответа на вопрос бу-

дем понимать значимые, важные слова ответа. Специалистами проверка ключе-

вых слов предлагается как одна из возможностей совершенствования процесса 

оценивания коротких ответов [22]. 

Для проверки ключевых слов сначала была проведена предобработка отве-

тов, включая токенизацию, удаление стоп-слов и знаков препинания, а также лем-

матизацию. Чтобы избежать дублирования исходной информации в ответах сту-

дентов, были удалены слова, которые содержались в формулировке самого во-

проса. Такие слова не несут дополнительного смысла и могут исказить результаты 

анализа. Например, если ответ на вопрос «Как получается цвет в модели RGB?» 

начинается с повторения слов вопроса: «Цвет в модели RGB получается …», дан-

ные слова были удалены. Этап предобработки помог стандартизировать и очи-

стить текстовые данные, делая их готовыми для дальнейшего анализа и обеспе-

чивая более точные и непротиворечивые результаты. 
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На следующем шаге были определены ключевые слова, для каждого из них 

назначен вес, который отражает значимость ключевого слова в ответе. Совпаде-

ния ключевых слов между корректным ответом и ответом студента оцениваются 

с учетом их весов. На приведенный выше вопрос про модель RGB было получено 

64 ответа. Вариант корректного ответа: «смешиванием основных компонент цве-

товой модели – Red, Green, Blue (красный, зеленый, синий)». В 51 случае (79.7 %) 

оценки, выставленные экспертом и определенные через косинусное сходство с 

использованием языковой модели, совпали. В 7 случаях из оставшихся неверно 

оцененных 13 ответов проверка ключевых слов помогла уточнить оценки. Ключе-

выми были определены слова: «красный» (или «Red»), «зеленый» («Green»), «си-

ний» («Blue»). В итоге в 6 случаях из 64 оценка, определенная через косинусное 

сходство, не совпала с экспертной. Некоторые из неверно оцененных ответов при-

ведены в таблице 3 (орфография и пунктуация сохранены). 

 

Таблица 3. Результаты оценивания ответов 

Ответы студентов Экспертная 

оценка 

Косинусное 

сходство 

Ключевые 

слова в ответе 

«Цвет получается путем 

смешивания 3 основных цветов в 

одном пикселе» 

1 0.267 отсутствуют 

«Путем смешивания 3 цветов RGB в 

разных пропорциях» 

1 0.241 приведены со-

кращенно 

«Путем слияния в разных количе-

ствах параметров R G и B, варьирую-

щих в значении от 0 до 255, где все 

по 0 – черный цвет, все по 255 – бе-

лый» 

1 0.123 приведены со-

кращенно 

«RGB – Red Green Blue?» 0 0.535 присутствуют 

 

Вопрос про модель RGB не вызывал затруднений у студентов. В первых трех 

случаях из приведенных в таблице 3 эксперт не снизил оценку за то, что цвета не 
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были названы полностью. Отметим, что экспертные оценки не снижались за грам-

матические, орфографические, речевые, стилистические и другие ошибки, если 

они не искажали смысл предложения, так как проверялись знания по компьютер-

ной графике. В четвертом ответе обучающийся не написал про смешение (сложе-

ние) компонентов, поэтому эксперт оценил ответ как неверный. Косинусное сход-

ство близко к 0.5, ключевые слова присутствуют. После вычисления косинусного 

сходства и проверки ключевых слов в 90.7 % случаев ответы студентов на данный 

вопрос были оценены верно.  

Таким образом, векторизация ответов при помощи языковых моделей 

предоставляет возможность предварительного оценивания ответов обучаю-

щихся. В работе были проанализированы ответы, которые определяются, в основ-

ном, как верные или неверные. Разработка критериев позволит получить более 

объективные оценки эксперта и повысит точность результатов применения моде-

лей, но увеличит время работы преподавателей. Полученные результаты могут 

помочь при анализе развернутых ответов на вопросы, требующих пояснения не-

скольких понятий. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представлены результаты анализа ответов студентов, сформулированных в 

свободной форме. Векторы предложений получены при помощи языковой мо-

дели на основе BERT, далее определялось косинусное сходство ответа обучае-

мого и корректного (шаблонного) ответа. В 76.5 % всех случаев языковая модель 

позволила оценить верность ответа обучающегося. Точность полученной оценки 

зависит от формулировки корректного ответа, времени и места тестирования в 

графике учебного процесса. При достаточном заполнении базы ответов воз-

можно вместо шаблонного ответа взять вектор, являющийся средним вектором 

для векторов верных ответов обучающихся. Описаны подходы к уточнению 

оценки при помощи проверки ключевых слов. Результаты могут использоваться 

при предварительной проверке ответов студентов, в составе цифровых образова-

тельных ресурсов при выполнении тестов на самопроверку с последующим об-

суждением оценок.  
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Abstract 

Methods for assessing student answers using language models are currently be-

ing studied by various specialists. The results of automated assessment depend on the 

subject area and characteristics of the academic discipline. This paper analyzes the stu-

dents’ answers received during the course «Computer Graphics and Design». It is pro-

posed to determine the cosine similarity of document vectors obtained using language 

models and refine the estimates by checking keywords. The results obtained can be 

used for preliminary assessment of students' answers and are the basis for further re-

search. 
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АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ 

ОБЪЯСНИМОГО ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА  

В ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЙ АНАЛИТИКЕ 
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Аннотация  

Проблема прогнозирования досрочного отчисления студентов российских 

вузов является актуальной, поэтому требуется разработка новых инновационных 

подходов для её решения. Для решения данной проблемы возможна разработка 

предиктивных систем на основе использования данных о студентах, имеющихся 

в информационных системах вузов. В настоящей работе исследованы модели ма-

шинного обучения для прогнозирования досрочного отчисления студентов, обу-

ченные на основе данных о характеристиках и успеваемости студентов. Основная 

научная новизна работы заключается в использовании методов объяснимого ИИ 

для интерпретации и объяснения функционирования обученных моделей машин-

ного обучения. Методы объяснимого искусственного интеллекта позволяют по-

нять, какие из входных признаков (характеристик студента) оказывают наиболь-

шее влияние на результаты прогнозов обученных моделей, а также могут помочь 

понять, почему модели принимают те или иные решения. Полученные резуль-

таты расширяют понимание влияния различных факторов на досрочное отчисле-

ние студентов. 

Ключевые слова: образовательная аналитика, интеллектуальный ана-

лиз данных, машинное обучение, объяснимый искусственный интеллект 

ВВЕДЕНИЕ 

Одной из ключевых проблем современного образования является досроч-

ное отчисление из высших учебных заведений студентов по неуспеваемости. Дан-
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ная проблема может привести не только к личностным трудностям самих студен-

тов, но и повлечь за собой социальные проблемы, связанные с утратой образова-

тельных ресурсов общества [1]. Досрочное отчисление студентов из-за проблем с 

успеваемостью сильно влияет на всю систему образования, т. к. приводит не 

только к уменьшению количества студентов в учебных группах, но и может по-

влечь за собой личные образовательные последствия, а также проблемы для са-

мого университета, такие, например, как снижение рейтинга и увеличение затрат 

[2, 3]. Таким образом, необходимы стратегии и меры, направленные на решение 

данной проблемы и улучшение качества образования, с целью снижения количе-

ства отчислений студентов. Исследования названной проблемы основаны не 

только на данных об успеваемости, но и на широком спектре факторов, которые 

могут отказать влияние на решение студентов о продолжении обучения. В этих 

исследованиях анализируются такие аспекты, как мотивация, уровень интереса к 

обучению, успешная интеграция в университетскую среду, адаптация к новым 

условиям, удовлетворенность образовательным процессом. Цель исследовате-

лей – определить влияние этих факторов на решение студентов продолжить обу-

чение. На основе полученных данных разрабатываются различные рекомендации 

для университетов по снижению количества отчисленных студентов и предлага-

ются меры по повышению качества образования [4–7]. 

В связи со сказанным разработка инновационных подходов к прогнозиро-

ванию академической успешности студентов и выявлению студентов, которые 

могут быть отчислены, становится особенно актуальной. Одним из перспективных 

подходов здесь является принятие решений на основе данных. Использование 

методов машинного обучения для предсказания вероятности преждевременного 

отчисления студентов представляет собой современную стратегию [8]. Эти ме-

тоды могут дать возможность оперативно выявлять студентов, находящихся в 

группе риска, и предотвращать их отчисление. Точные прогнозы, основанные на 

данных, позволят учебным заведениям предпринять шаги по оказанию помощи 

и адаптации, ориентированные на улучшение успеваемости студентов и повыше-

ние их удовлетворенности образовательным процессом. 

Модели машинного обучения способны эффективно распознавать сложные 

закономерности и делать прогнозы на основе данных. В последнее время растет 
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интерес к интерпретации таких моделей как со стороны научного сообщества [9–

11], так и со стороны пользователей различных предиктивных систем. Сфера ин-

терпретируемого машинного обучения, также известная как «объяснимый ИИ» 

(Explainable AI), активно развивается, и в этой области появляется все больше ис-

следований [12–17]. Такие подходы уже успешно применяется в различных сфе-

рах, включая медицину, энергетику и науку [18–21].  

Для анализа моделей машинного обучения имеются различные инстру-

менты и фреймворки, помогающие раскрыть внутреннюю работу моделей, делая 

их результаты более понятными (например, Captum [22, 23] и SHAPexplainer [24]). 

Использование этих инструментов позволяет визуализировать результаты работы 

алгоритмов интерпретации моделей, чтобы выяснить, как различные значения 

входных данных влияют на прогнозы моделей [25–28].  

В настоящей работе показано использование методов Integrated Gradients, 

DeepLIFT, GradientSHAP и SHAP для анализа результатов применения моделей, 

обученных на решение задачи прогнозирования досрочного отчисления студен-

тов. Для обучения моделей машинного обучения были использованы данные по 

выпускникам и досрочно выбывшим студентам Казанского (Приволжского) феде-

рального университета в период с 2012 по 2019 годы. Для определения потенци-

альной группы риска среди обучающихся нами была использована модель про-

гнозирования бинарной классификации; выявлены факторы, которые больше 

всего способствуют досрочному отчислению студентов. 

ДАННЫЕ И МЕТОДЫ  

Был использован набор данных, представленный в статье [29]. Этот набор 

состоит из записей о выпускниках с полными данными за весь четырёхлетний 

цикл обучения, и досрочно выбывших студентах Казанского (Приволжского) фе-

дерального университета. Для обучения моделей был собран максимально пол-

ный и подробный набор данных, который отражает процесс обучения студентов 

в вузе, чтобы определить факторы, способствовавшие досрочному выбытию сту-

дента. Данные студента характеризуются набором параметров двух типов: число-

вые и категориальные. К числовым параметрам относятся баллы ЕГЭ, средний 

балл ЕГЭ, общий средний балл успеваемости за все полные семестры, средний 

балл за первый и второй семестры. К категориальным параметрам относятся пол 
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студента, форма обучения (очная\заочная), оплата обучения (бюджет\контракт), 

тип предыдущего образования, год поступления и специализация студента. Зна-

чения всех категориальных параметров были закодированы методом one-hot en-

coding в соответствии с [29].  

Для построения прогностической системы прогнозирования досрочного вы-

бытия студентов были обучены и проанализированы модели двух типов (таб-

лица 1). Первый тип моделей основан на искусственной нейронной сети (ИНС), 

состоящей из трёх полносвязных слоёв, второй тип – на алгоритме градиентного 

бустинга (XGBoost). Модели обучались на решениях задачи бинарной классифи-

кации, на выходе они давали прогноз того, что студент успешно завершит обуче-

ние (выход – 0) или же он будет досрочно отчислен (выход – 1).  

Таблица 1. Описание используемых подходов и методов. 

Подход\  

Метод 

Описание Преимущества Недостатки 

Искус-

ственные 

нейрон-

ные сети 

Модели, имитирую-

щие работу челове-

ческого мозга, обуча-

ются на основе вы-

борки данных для 

предсказания ре-

зультатов 

Могут обрабатывать очень 

большое количество дан-

ных, выявлять сложные не-

линейные зависимости, 

адаптивны и способны к са-

мообучению. 

Сложны в интер-

претации, тре-

буют значитель-

ных вычисли-

тельных мощно-

стей и большого 

количества обу-

чающих данных, 

подвержены пе-

реобучению. 

XGBoost Алгоритм градиент-

ного бустинга, ис-

пользующий в каче-

стве базовых моде-

лей деревья реше-

ний. 

Относительно быстрый, эф-

фективный, расширяемый, 

поддерживает разные 

типы данных, автоматиче-

Может переобу-

читься при не-

корректно подо-

бранных пара-

метрах, требует 

тщательной 
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ски обрабатывает пропу-

щенные значения, регули-

рует сложность модели. 

настройки ги-

перпараметров. 

Integrated 

Gradients 

Метод интерпрета-

ции моделей машин-

ного обучения, осно-

ванный на аппрокси-

мации градиентов 

входных данных 

вдоль базовой ли-

нии. 

Позволяет увидеть, какие 

признаки влияют на про-

гноз модели, позволяет ин-

терпретировать сложные 

модели, может быть при-

менён к моделям любого 

размера. 

Подвержен про-

блеме «sparse 

gradients», вы-

числительно за-

тратен для боль-

ших моделей 

SHAP Метод интерпрета-

ции предсказаний 

моделей машинного 

обучения, основан-

ный на теории игр, 

позволяет объяснить 

влияние каждого 

признака на прогноз 

модели на основе их 

индивидуального 

вклада. 

Объективен, может оце-

нить важность признаков 

как для всей модели, так и 

для отдельных предсказа-

ний, позволяет интерпре-

тировать сложные модели. 

Требует значи-

тельных вычис-

лительных ре-

сурсов для слож-

ных моделей и 

требовать 

больше времени 

для вычислений, 

может быть сло-

жен в понима-

нии. 

DeepLIFT Метод интерпрета-

ции нейронных се-

тей, сравнивает акти-

вацию нейронов и 

присваивает им 

оценки. 

Позволяет интерпретиро-

вать сложные нейронные 

сети, в частности глубокие 

сети, пытается решить про-

блему «sparse gradients», 

может быть применен к 

любым архитектурам 

нейронных сетей. 

В некоторых слу-

чаях может быть 

неэффективным 

для моделей с 

большим коли-

чеством пара-

метров 
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Gradient-

SHAP 

Комбинирует ме-

тоды SHAP и 

Integrated Gradients 

для интерпретации 

моделей, предлагает 

объяснения на ос-

нове важности при-

знаков. 

Объединяет преимущества 

обоих методов, использует 

градиенты для ускорения 

SHAP, более точен, позво-

ляет интерпретировать 

сложные модели. 

Требует больше 

вычислительных 

ресурсов, чем 

SHAP или 

Integrated 

Gradients, может 

быть сложным в 

реализации. 

Основным направлением настоящего исследования является применение 

методов интерпретации моделей машинного обучения, таких как Integrated 

Gradients, DeepLIFT, GradientSHAP и SHAP. Эти методы позволяют заглянуть внутрь 

«черного ящика» на основе графической визуализации влияния значений вход-

ных параметров на результаты прогноза обученных моделей. Методы Integrated 

Gradients, DeepLIFT и GradientSHAP относятся к типу градиентных. Эти методы при-

сваивают важность каждому входному признаку, анализируя, как его изменения 

влияют на выход модели, используя градиентное разложение для количествен-

ной оценки этих эффектов. Для моделей XGBoost был применён метод атрибуции 

SHAP. Различные методы могут по-разному оценивать значимость признаков, и 

поэтому для получения максимально достоверного результата необходимо одно-

временно комбинировать разные методы. Эти методы позволяют выявить при-

знаки, оказывающие наиболее существенное влияние на прогнозы модели, а 

также вводить числовые характеристики для количественной оценки их важно-

сти, что позволяет провести сравнение важности признаков. 

Программный модуль анализа и интерпретация данных на основе интегри-

рованных градиентов, DeepLIFT и GradientSHAP был разработан с использованием 

библиотеки Captum, а метод SHAP был реализован на основе одноимённой биб-

лиотеки (SHAP) для языка программирования Python. В библиотеку Captum встро-

ены различные методы интерпретации, которые помогают объяснить модели глу-

бокого обучения, разработанные с помощью фреймворка PyTorch. Для реализа-

ции модуля на основе SHAP был использован модуль KernelExplainer библиотеки 

Python SHAP, который работает универсально для любой модели прогнозирова-
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ния. Этот модуль вычисляет прогностическую ценность признаков на основе зна-

чений SHAP. На вход модуля интерпретации подаются обученные модели, а также 

данные из тестового набора данных. На выходе модуля получаются атрибуции 

для каждого входного фактора, показывающие, насколько высока прогностиче-

ская сила каждого фактора. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Был проведен сравнительный анализ интерпретации моделей нейронных 

сетей, обученных на полном наборе данных (40883 записей) и на данных в раз-

личных разрезах: по полу, специализации, предыдущему образованию, типу обу-

чения. Средняя точность нейросетевой модели, обученной на полном наборе 

данных, составила 87%, средняя точность моделей, обученных на различных раз-

резах данных, – 84%. Для проверки точности моделей использовались данные из 

тестового набора данных, который составлял 30% от исходного. 

Методы объяснимого ИИ позволяют получить числовые значения, показы-

вающие степень влияния каждого входного признака на прогноз модели. Такие 

оценки способствуют пониманию, насколько похожи или отличаются значения ат-

рибуций входных факторов, полученных на основе различных методов интерпре-

тации (Integrated Gradients, DeepLIFT и GradientSHAP, SHAP). Величины весов, по-

лученные в ходе применения методов интерпретации, могут иметь два направле-

ния – положительное и отрицательное. Эти направления несут информацию о 

влиянии конкретных входных параметров модели на выходное значение модели. 

Важность входных признаков, имеющих отрицательные и положительные числа, 

заключается в следующем: отрицательное значение показывает негативное вли-

яние на вероятность досрочного отчисления студента, а положительное – увели-

чивает вероятность досрочного отчисления студента. Важность признака показы-

вает, насколько он важен для классификации (рис. 1). 
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Рис. 1. Параметры атрибуции факторов для на основе методов Integrated 

Gradients, DeepLIFT и GradientSHAP 

Сравнивая значения, полученные в ходе интерпретации нейронных сетей, 

обученных отдельно для студентов мужского и женского пола (Таблица 2), можно 

заметить, что в случае женского пола большее влияние на прогноз модели оказы-

вают баллы ЕГЭ и оценки за второй семестр, в то время как у студентов мужского 

пола влияние баллов ЕГЭ ниже, а оценки за второй семестр имеют даже негатив-

ное влияние. Также, в отличие от случая женского пола, у студентов мужского 

пола начинает приобретать значимость признак – очная форма обучения. Осталь-

ные параметров имеют приблизительно одинаковы значения для обоих моделей. 

Таблица 2. Значения интегрированных градиентов для нейронных сетей, 

обученных отдельно для студентов мужского и женского пола.  

 Мужской Женский 

ЕГЭ по основе 0,02420 0,06589 

ЕГЭ по профилю 0,03204 0,05651 

ЕГЭ по русскому 0,03634 0,08342 
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Первый семестр 0,18182 0,13563 

Второй семестр –0,0099 0,00785 

Очная форма 0,03290 0,00346 

 

Также имеются явные различия в значениях интегрированных градиентов 

для нейронных сетей, обученных независимо для каждого из исследуемых типов 

обучения (таблица 3). Эти отличия наблюдались между всеми видами обучения, 

исключения составили такие параметры, как оценки за первый и второй се-

местры, которые всегда оказывали положительное влияние на прогнозы моде-

лей, и факторы, значения интегрированных градиентов которых близки к нулю. 

Анализ моделей, обученных на данных студентов очной формы обучения, демон-

стрирует негативное влияние баллов ЕГЭ, положительное влияние признака пола 

студента, причём значение «женский пол» оказывает большее влияние на про-

гнозы модели, чем значение «мужской пол». Также значительное положительное 

влияние на результаты прогноза модели оказывает принадлежность к бюджет-

ной форме обучения. Для студентов, обучающихся на очно-заочной форме, харак-

терно отрицательное влияние баллов ЕГЭ по профильной дисциплине и русскому 

языку, и положительное – по основной учебной дисциплине. В отличие от очной 

формы обучения, для заочной формы обучения присуще отрицательное влияние 

фактора «женский пол» на прогнозы модели. Для студентов заочной формы обу-

чения характерно положительное влияние баллов ЕГЭ и пола студента, в то время 

как принадлежность к бюджетной форме обучения имеет отрицательное влияние 

на прогнозы модели. 

Таблица 3. Значения интегрированных градиентов для нейронных сетей,  

обученных отдельно для разных типов обучения. 

 Очная Очно-заочная Заочная 

ЕГЭ по основе –0,05182 0,15287 0,02765 

ЕГЭ по профилю –0,06643 –0,1274 0,01641 

ЕГЭ по русскому –0,04512 –0,0948 0,00523 
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Женский пол 0,02742 –0,00125 0,02123 

Мужской пол 0,00562 0,00762 0,00673 

Бюджет 0,02456 0,002542 –0,00512 

Контракт 0,00812 0,00856 0.03144 

Основное различие между значениями интерпретаций форм обучения 

(бюджет/контракт) (таблица 4) проявляется в отношении влияния оценок за вто-

рой семестр: у бюджетной формы обучения наблюдается отрицательное влияние 

на прогноз модели, при контрактной – положительное. Важно отметить, что для 

студентов контрактной формы обучения более значимое влияние на прогнозы 

модели оказывают баллы ЕГЭ по профильной дисциплине, чем для студентов 

бюджетной формой обучения. Также можно выделить такие факторы, как «пол 

студента», «обучение на очной основе» и «женский пол», которые оказывает су-

щественное влияние на прогнозы модели. Влияние же остальных признаков не-

существенно. 

Таблица 4. Значения интегрированных градиентов для нейронных сетей,  

обученных отдельно для бюджетных и контрактных студентов. 

 Бюджет Контракт 

ЕГЭ по профилю 0,017248 0,049231 

Второй семестр –0,00909 0,010561 

Женский пол 0,012281 0,018576 

Мужской пол 0,002932 0,001745 

Очное обучение 0,01106 0,024567 

Интерпретация моделей, обученных на данных, принадлежащих студен-

там, разделенным на основании вида их предыдущего образования (таблица 5), 

показала, что основными факторами, положительно влияющими на прогнозы мо-

делей, являются следующие параметры: баллы по ЕГЭ, оценки за первый и второй 

семестры, пол студента, очное обучение, бюджетная и контрактная формы обуче-
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ния. Во всех случаях, за исключением принадлежности предыдущего образова-

ния к «Лицею», «Вузу» и «Колледжу», можно наблюдать положительное влияние 

фактора «оценки за второй семестр» на прогнозы модели. Также для характери-

стики «Вуза» характерно негативное влияние на прогноз модели показателей ЕГЭ 

по основной и по профильным дисциплинам. 

Таблица 5. Значения интегрированных градиентов для нейронных сетей, 

обученных отдельно по типу предыдущего образования. 

 Школа Гимна-

зия 

Лицей Вуз Колледж Техни-

кум 

ЕГЭ по ос-

нове 

0,07532 0,06231 0,05121 –0,01246 0,02541 0,02963 

ЕГЭ по 

профилю 

0,08031 0,06912 0,04592 –0,07125 0,00341 0,09863 

Второй 

семестр 

0,01834 0,02657 –0,06122 –1,14231 –0,0185 0,06187 

Далее было проведено исследование возможностей метода SHAP для ин-

терпретации моделей, обученных на основе градиентного бустнга (XGBoost). На 

рис. 2 показана диаграмма “waterfall”, которая позволяет визуализировать инди-

видуальные SHAP-значения, вычисленные для отдельного объекта из набора дан-

ных. Все параметры, включённые в набор данных, расположены на оси «y» и ран-

жированы сверху вниз на основе их значений-SHAP для данного конкретного про-

гноза. Фактическое значение объекта также отображается на оси «y». Влияние 

каждого параметра на прогноз представлено синей или красной стрелками и со-

ответствующим значением-SHAP, которое отражает влияние этого признака на 

прогноз модели. Каждый прогноз начинает свою точку отсчёта с некоторого «ба-

зового значения» и влияние каждого признака смещает прогноз. 
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Рис. 2. Диаграмма значений SHAP для студента, успешно окончившего обучение 

(а) и для досрочно отчисленного студента (б). 

В библиотеке SHAP имеется также другой тип представления локальных 

объяснений в виде графика силы – «force plot». Графики силы для двух студентов 

представлены на рис. 3.    

 

Рис. 3. График силы (force plot) значений SHAP для студента, успешно 

окончившего обучение (а) и для досрочно отчисленного студента (б). 

Для сравнения на рисунках 2 и 3 представлены интерпретации моделей 

(значения SHAP) для двух возможных классов данных: для студента, окончившего 

обучение, и досрочно отчисленного студента. Для студента, успешно окончив-

шего обучение, основными показателями, влияющими на продолжение обуче-

ния, являются: общая средняя успеваемость, оценки за первый семестр и баллы 

за ЕГЭ по русскому языку. Оценки за второй семестр и то, что его предыдущим 

образованием являлся колледж, в свою очередь, оказали наибольшее влияние в 

сторону досрочного выбытия студента и «двигали» прогноз модели в сторону воз-

можного отчисления (см. рис. 2а и 3а). Для студента (см. рис. 2б и 3б), который 
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был досрочно отчислен основными признаками, повлиявшим на выбытие, оказа-

лись его средний балл (несмотря на его достаточно высокое среднее значение), а 

также год поступления (2018). Различия SHAP-значений указывают на то, что каж-

дый из признаков по-особенному влияет на результат прогноза модели, что 

укрепляет доверие к процессу принятия управленческих решений на основе их 

прогнозов. 

 

Рис. 4. Сводный график (beeswarm plot) SHAP для модели XGBoost 

Метод SHAP предоставляет возможность не только построить графическую 

визуализацию влияния различных признаков на прогнозы модели для отдельных 

объектов данных, но и получить представление важности каждого фактора на ос-

нове полного набора данных (глобальные объяснения). На рис. 4 показано пове-

дение модели на глобальном уровне на основе графика, который называется 

«beeswarm plot». На таком типе графиков синие точки означают объекты с малым 

значением признака, красные – с большим значением признака. Данный график 

ранжирует параметры по степени их влияния на прогнозы модели сверху вниз от 
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наибольшего к наименьшему. Графики такого типа помогают понять влияние каж-

дого фактора на прогноз модели в зависимости от расположения точек, их раз-

броса и плотности. Широкий разброс или высокая плотность точек указывают на 

более значительную изменчивость или более существенное влияние на прогнозы 

модели. Например, анализируя сводный график на рис. 3, можно прийти к вы-

воду, что высокие оценки за первый семестр и в то же время низкие оценки за 

второй семестр и низкий средний бал за последующие семестры, скорее всего, 

могут привести к досрочному отчислению студента из вуза. 

Чтобы определить, какие признаки, в целом, являются наиболее важными 

для прогнозов, выдаваемых моделью, можно использовать функцию 

shap.plots.bar инструмента SHAP, отражающую результаты усреднения значений 

Шепли по всем наблюдениям. На рис. 5 представлены гистограммы важности 

факторов на основе их средних значений Шепли для двух моделей. Первая мо-

дель была обучена на данных студентов женского пола, а вторая модель – на дан-

ных студентов мужского пола. Графики предоставляют возможность наглядно 

сравнить, какие факторы оказывают наибольшее значения на прогнозы обучен-

ных моделей. Для модели XGBoost со значительным перевесом наибольшую зна-

чимость на прогнозы модели оказывает общий средний балл за все семестры обу-

чения, следующий по важности фактор — это средний балл за первый семестр.   

 

Рис. 5. Столбчатая диаграмма (shap.plots.bar), отражающую результаты 

усреднения SHAP‑значений для модели XGBoost по всем объектам (а – студенты 

женского пола, б – студенты мужского пола) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе проведено исследование возможностей применения методов ма-

шинного обучения в образовательной аналитике на основе построения и обуче-

ния моделей досрочного отчисления студентов из университета. Построенные 

модели способны с высокой точностью определять студентов в группе риска. Ос-

новное внимание было сосредоточено на применении методов интерпретации 

прогнозов обученных моделей. С помощью данных методов удалось выявить 

наиболее важные входные признаки модели – характеристики студентов, кото-

рые максимально влияют на вероятность их досрочного отчисления. 

Методы интерпретации моделей помогают не только понять принципы ра-

боты моделей машинного обучение, но и проверить, правильно ли соотносится 

наше собственное мышление с выводами, полученными с их помощью. На основе 

выявленных факторов можно настроить эффективный процесс обучения, под-

страиться под индивидуальные характеристики студентов и их потребности.  
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Abstract 

The problem of predicting early dropout of students of Russian universities is 

urgent and therefore requires the development of new innovative approaches to solve 

it. To solve this problem, it is possible to develop predictive systems based on the use 

of student data, available in the information systems of universities. This paper inves-

tigates machine learning models for predicting early student dropout trained on the 

basis of student characteristics and performance data. The main scientific novelty of 
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the work lies in the use of explainable AI methods to interpret and explain the perfor-

mance of the trained machine learning models. The Explainable AI methods allow us 

to understand which of the input features (student characteristics) have the greatest 

influence on the results of the machine learning models. (student characteristics) have 

the greatest influence on the prediction results of trained models, and can also help to 

understand why the models make certain decisions. The findings expand the under-

standing of the influence of various factors on early dropout of students. 

Keywords: educational analytics, data mining, machine learning, explainable AI 
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Аннотация  

Работа посвящена изучению когнитивной функции, связанной с генерацией 

эллиптических предложений в русском языке. Исследование проводилось на ос-

нове тестирования этой когнитивной способности с помощью компьютерной си-

стемы, специально разработанной авторами для этой цели. Тестирование этой 

когнитивной способности предложено и реализовано впервые. Система является 

расширением Moodle и открыто размещена в репозитории github. Эллиптические 

конструкции ограничиваются глагольными и именными эллипсисами, которые 

теоретически возможно полностью восстановить на основе контекста предложе-

ния. Исследование проводилось с участием в качестве респондентов студентов 

СПбПУ. В качестве предметной области были выбраны тексты планиметрических 

задач. В результате анализа данных тестирования получены следующие резуль-

таты: установлено влияние знаний респондента предметной области (планимет-

рии) на результаты тестирования; обнаружена тенденция к самообучению ре-

спондентов, что проявляется в сокращении времени и увеличении баллов по 

мере прохождения тестов; показано, что респонденты слабо мотивированы, если 

не видят отзыв на ответ по выполненному заданию.  

Обсуждены проблемы дальнейшего развития системы тестирования и её 

применения при адаптации опросников (заданий) для оценки знаний студентов 

СПбПУ в области автоматизации обнаружения ошибок в программах, а также ди-

агностики функционального состояния специалистов операторского профиля и 

mailto:ksennaidd@gmail.com
mailto:martta462@yandex.ru
mailto:alexander.schukin@spbstu.ru
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экспресс-диагностики деменции. Перспективным представляется также приме-

нение системы для совершенствования процессов синтаксического разбора эл-

липтических предложений и автоматизации восстановления эллипсисов в пред-

метной области планиметрии. 

Ключевые слова: онлайн-система тестирования, разработка системы 

тестирования, когнитивная функция, эллипсис, планиметрия 

ВВЕДЕНИЕ 

Первоначальная идея создания системы тестирования когнитивной функ-

ции (КФ), связанной с формированием эллиптических предложений в устной и 

письменной речи, возникла из потребности разработки тестов когнитивных нару-

шений (КН) для ранней диагностики деменции. КФ генерации эллипсиса в пред-

ложении опирается на удержании в памяти человека уже сказанного (написан-

ного, уже выполненного ментально), то есть с функциями планирования, внима-

ния, оперативной способности идентифицировать элементы, повторение кото-

рых можно опустить, но которые слушатель (читатель) может восстановить по 

контексту.  

Эллиптическими называются конструкции, которые содержат опущенный, 

но однозначно восстанавливаемый элемент в предложении (слово или сочетания 

слов) [1].  

Основание эллипсиса мы связываем с мыслительными процессами, реали-

зуемыми при образовании предложений. Важным является изучение связи 

между когнитивными операциями, то есть процессами манипулирования знани-

ями, и синтаксисом различных языков. Начало этому направлению работ было 

положено Р. Джекендоффом [2–4]. 

Далее рассмотрим только два типа эллипсисов: «глагольный эллипсис» и 

«именной эллипсис», структура которых основана на именных, глагольных и 

предложных группах. В литературе эти типы эллипсисов известны: первый как эл-

липсис глагольной группы (исключение глагола, как изолированного, так и в со-

ставе глагольных групп и целых клауз), второй – как эллипсис составляющих имен-

ной группы с «сохранением представителя» [5]. 

Когнитивный подход предполагает, что: 
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1. полное предложение описывает некоторую когнитивную ситуацию, 

например, геометрическую конфигурацию, выраженную в тексте задачи 

по планиметрии; 

2. полное предложение мысленно трансформируется в неполное эллипти-

ческое предложение; причем в основе трансформации лежат когнитив-

ные операции, выполняемые по определенным правилам.  

Напомним некоторые правила генерации предложений с глагольным и 

именным эллипсисами [6]. 

Правило 1. Если имеется ввиду одно и то же действие над несколькими объ-

ектами, то после описания этого действия над первым объектом в предложении 

далее это действие над другими объектами может быть описано без копирования 

наименования этого действия (пропускается глагол). 

Правило 2. Глагол может входить в предложение в составе глагольной 

группы (ГГр), тогда после полного описания действия над первым объектом воз-

можно в последующих описаниях того же действия над другими объектами опус-

кать не только глагол, но и повторяющиеся составляющие глагольных актантов. 

Правило 3. Объект может быть выражен в составе именной группы (ИГ), то-

гда при упоминании в предложении того же самого объекта возможен пропуск 

не только его наименования, но и общих повторяющихся составляющих ИГ, харак-

теризующих объект. 

Рассмотрим некоторые примеры: 

Дана трапеция ABCD с основанием AD. Биссектрисы внешних углов при 

вершинах A и B пересекаются в точке P, а при вершинах С и D – в точке Q. 

Во втором предложении, часть ИГ «биссектрисы внешних углов» и глагол 

«пересекаются» опущены. 

В результате первой операции он должен был добиться уничтожения 

врага к западу от реки и выйти к ней, в результате второй – создать 

плацдармы, а затем провести вторжение в глубь Германии (У. Черчилль. Вто-

рая мировая война. Том 6. Часть 2). 

ИДЕЯ ПРОЦЕССА ТЕСТИРОВАНИЯ 

Задание (вопрос) при тестировании заключается в том, чтобы по примеру с 

глагольным эллипсисом преобразовать данное в предложение без эллипсиса в 
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эллиптическое. Тест содержит 10 таких заданий.  

Тестирование предваряется текстом с пояснением понятия эллипсиса и 

примером преобразования некоторого предложения в эллиптическое, напри-

мер: 

«В равнобедренный прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при 

вершине В вписан прямоугольник MNKB так, что две его стороны MB и KB ле-

жат на катетах, а вершина N лежит на гипотенузе АC.» 

Можно сократить повторение глагола «лежит» следующим образом:  

«В равнобедренный прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при 

вершине В вписан прямоугольник MNKB так, что две его стороны MB и KB ле-

жат на катетах, а вершина N лежит на гипотенузе АC.» 

Далее описан пример задания, который видит учащийся: 

«Кликните по избыточным (повторяющимся) словам для их вычеркивания: 

В круговой сектор OPQ, центральный угол которого меньше 180 градусов, 

вписан квадрат ABCD так, что вершины A и B принадлежат дуге сектора, а 

вершины C и D принадлежат его радиусам.»  

КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ О СИСТЕМЕ ТЕСТИРОВАНИЯ 

Описание реализованной системы тестирования дано в работах [7, 8]. Про-

граммный код системы размещен в открытом доступе в интернете 

(https://github.com/R-D4S/Plugins-for-Ellipsis-Test).  

В первой версии системы мы ограничились только текстами задач по пла-

ниметрии, с наиболее четкими и простыми моделями эллипсисов. 

Вариант с вычеркиванием слов избавляет нас от проверки возможных ор-

фографических или пунктуационных ошибок при вводе. Далее перечислены об-

щие требования к системе. 

1. Наличие типа вопроса «Вычеркивание», позволяющего взаимодей-

ствовать с элементами предложения через клик. 

2. Наличие возможности отслеживать время, затраченное на решение 

каждого вопроса. 

3. Наличие возможности экспортировать результаты для дальнейшей 

обработки в сторонних программах. 

4. Наличие однозначной идентификации пользователей. 
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АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ПИЛОТНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ 

В данный момент проведены две сессии тестирования на основе реализо-

ванной программной системы. Респондентами были студенты технических спе-

циальностей Санкт-Петербургского политехнического университета Петра Вели-

кого (СПбПУ). После первой сессии вначале проанализированы ответы 17-ти сту-

дентов. Среднее время прохождения теста 11 минут. Средний балл респондентов 

6.76 из 10 возможных (10 заданий). Таблица 1 показывает средний балл респон-

дентов и среднее время ответа на каждый вопрос. 

Таблица 1. Средний балл респондентов и среднее время ответа  

на каждый вопрос 

Номера вопросов  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Средний балл 0,56 0,79 0,53 0,74 0,47 0,74 0,82 0,89 0,72 0,72 
Среднее время от-
вета на каждый во-
прос (сек) 

57,0 47,6 70,5 48,1 43,9 34,3 54,9 36,8 46,7 28,9 

В дополнение к баллам были введены качественные оценки результатов 

прохождения теста: “Верно” (В), “Неверно” (НВ), “Частично правильно” (ЧП) и 

“Нет ответа” (НО). Оценка “T” давалась, если множество слов, вычеркнутых ре-

спондентом, полностью совпадало со словами, которые должны быть вычерк-

нуты в правильном ответе. Оценка “ЧП” давалась, если было только частичное 

совпадение с вычеркиваемыми словами в правильном ответе. Эта оценка могла 

быть получена, если не был вычеркнут глагол, но в этом случае вычеркивания 

явно относились к сокращению повторяющихся фрагментов именных групп аргу-

ментов глагола. Оценка “НВ” давалась, если ни одного слова не было вычеркнуто 

из вычеркиваемых слов в правильном ответе. Перечисленные оценки не зависели 

от того, вычеркнул или нет респондент некоторые слова в предложении, не 

предусмотренные правильным ответом.  

В таблице 2 приведены тексты для 10 заданий с выделенными словами, со-

ставляющими правильный ответ. В скобках приведена нумерация с инкременти-

рованием на единицу, так как первым в Moodle Quiz был вопрос с пояснением 

задания. 
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Таблица 2 Тексты 10 заданий 

N  Предложение в задании 

1 (2) В правильную четырехугольную пирамиду вписан куб так, что че-

тыре его вершины принадлежат боковым ребрам пирамиды, а остальные 

четыре его вершины принадлежат плоскости ее основания. 

2 (3) В круговой сектор OPQ, центральный угол которого меньше 180 гра-

дусов, вписан квадрат ABCD так, что вершины A и B принадлежат дуге сек-

тора, а вершины C и D принадлежат его радиусам 

3 (4) На стороне ВС треугольника АВС взята точка А*; серединный пер-

пендикуляр к отрезку А*В пересекает сторону АВ в точке М, а серединный 

перпендикуляр к отрезку А*С пересекает сторону АС в точке N. 

4 (5) Эти равенства означают, что ОВ касается описанной окружности 

треугольника АВМ, а OD касается описанной окружности треугольника 

ADM. 

5 (6) Прямая параллельная АВ пересекает АС и ВС в точках М и N, а пря-

мые параллельные АС и ВС пересекают АВ в точках P и Q. 

6 (7) Дана окружность радиуса R и касательная к ней; постройте квадрат 

так, чтобы две его смежные вершины лежали на касательной, а две дру-

гие лежали на окружности и вычислите сторону квадрата.  

7 (8) Дана окружность и точки P и Q внутри неё; построить вписанный в 

эту окружность прямоугольный треугольник, у которого один катет про-

ходит через точку P, а другой катет проходит через точку Q. 

8 (9) Окружность касается сторон AB и AD прямоугольника ABCD и пере-

секает сторону DC в единственной точке F, а сторону BC пересекает в 

единственной точке E. 

9 

(10) 

На плоскости заданы 3 точки А, В и С; построить три окружности к1, 

к2 и к3 так, чтобы окружности к2 и к3 касались друг друга в точке А, окруж-

ности к3 и к1 касались друг друга в точке В, а окружности к1 и к2 касались 

друг друга в точке С 

10 

(11) 

Ортоцентр треугольника делит одну из высот треугольника в отно-

шении 2 к 1, считая от вершины, а другую из высот делит пополам. 
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Оценим сложность заданий с точки зрения структуры глагольного эллип-

сиса. Самые простые задания – это те, в которых вычеркивается только глагол (2, 

3, 4, 5, 6, 8). Более сложные предложения – те, где можно вычеркнуть и повторя-

ющиеся фрагменты в именных группах дополнений к глаголам (1, 7, 10). Более 

сложные предложения – с множественным эллипсисом (9). 

Таблица 3 показывает суммарные результаты тестирования по каждому во-

просу, выраженные в количестве качественных оценок.  

Таблица 3. Распределение качественных оценок ответов респондентов  

по каждому вопросу (заданию) 

 Количество качественных оценок 

Номер 
вопроса 

В НВ ЧП НО 

1 5 5 9 4 
2 14 3 - 6 

3 9 7 - 7 
4 7 7 - 9 

5 8 7 - 8 

6 13 4 - 6 
7 13 1 4 5 

8 12 6 - 5 
9 10 4 4 5 

10 9 - 8 6 
Sum 110 42 25 61 

 

Анализ Таблицы 3 показывает, что наибольшее число ответов правильные. 

Отсутствие ответов (довольно большое число) можно объяснить необычностью 

заданий для многих респондентов – студентов технического профиля (математи-

ков и программистов).  

Анализ результатов 17-ти респондентов был произведен вручную. Благо-

даря этому было возможно сделать некоторые важные наблюдения.  

1. Изучение времени ответов респондентов (в сек.) на каждое задание 

показало, что некоторые задания требовали большего времени на выполнение. 

Можно предположить, что именно эти задания вызывали у респондента трудно-

сти. Так, резкое увеличение времени ответа вызывало задание 3 (4). Рассмотрим 
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ответ на это задание респондента, одного из лучших по результатам прохождения 

теста: 

«На стороне ВС треугольника АВС взята точка А*; серединный перпендику-

ляр к отрезку А*В пересекает сторону АВ в точке М, а серединный перпендикуляр 

к отрезку А*С пересекает сторону АС в точке N».  

В этом случае ответ респондента нельзя рассматривать как правильный, 

хотя он вычеркнул глагол, однако дополнительное вычеркивание слов "середин-

ный перпендикуляр" неправильное с точки зрения геометрической ситуации, так 

как рассматривается серединный перпендикуляр к другому отрезку. В этом слу-

чае респондент допускает простое удаление повторяемого фрагмента текста с 

нарушением смысла предложения. 

Аналогичная трудность связана также с вопросами 4 (5) и 9 (10): 

«4 (5) Эти равенства означают, что ОВ касается описанной окружности тре-

угольника АВМ, а OD касается описанной окружности треугольника ADM.» 

В этом предложении нельзя вычеркивать повторяющееся слова «описан-

ной окружности», так как геометрически речь идет об описанной окружности дру-

гого треугольника. 

9 (10) «Окружность касается сторон AB и AD прямоугольника ABCD и пере-

секает сторону DC в единственной точке F, а сторону BC пересекает в единствен-

ной точке E». 

Запрещенный вариант – вычеркивание повторяющегося слова «единствен-

ной». 

Таким образом, выявлена связь КФ генерации эллипсиса не только с син-

таксической структурой предложения, но и с предметной областью (в данном слу-

чае, планиметрией). 

2. Также отметим, что ответы некоторых респондентов имели тенден-

цию к обучению, так как время ответа постепенно снижалось от вопроса к во-

просу, а оценки в баллах не уменьшались. 

Один респондент выразил желание пройти тест три раза. Таблица 4 показы-

вает среднее время (в сек.), потраченное в трех последовательных прохождениях 

теста.  
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Таблица 4. Среднее время, затраченное на выполнение теста  

в трех последовательных прохождениях 

ПОВТОРНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 

Для увеличения статистики по тестовому материалу было решено повто-

рить эксперимент. Однако на этом шаге было внесено изменение в пояснение к 

каждому заданию, акцентируя внимание на сохранение смысла предложения: 

«Кликните на словах, которые Вы считаете возможным вычеркнуть без измене-

ния смысла предложения». 

Первая сессия проходила в мае 2023 (без изменения пояснения), а вторая – 

в декабре 2023 года, при этом пилотный эксперимент проходил в начале мая, по-

этому мы объединили данные в один набор MAY-23. Изменение текста пояснения 

не показали значимого изменения в качестве ответов. Второй набор данных обо-

значается далее DEC-23, а объединенный набор данных – MAY&DEC-23. 

АВТОМАТИЗАЦИЯ АНАЛИЗА РЕЗУЛЬТАТОВ ТЕСТИРОВАНИЯ 

Система разработанных плагинов и тестового материала размещена в 

Moodle Quiz, где есть встроенная система первичной обработки статистических 

данных. Однако для разработанного нами нового типа вопроса «вычеркивание» 

указание учета правильных ответов проводится не совсем корректно (см. рис. 1) 

и нуждается в доработке. На этапе тестирования продукта это оказалось нецеле-

сообразным, т. к. само понятие «правильного» ответа находится на стадии калиб-

ровки.  

Рассмотрим подробнее рис. 1. На нем показан анализ ответов на 1 (2) во-

прос. Видно, что фактический ответ соотнесен только первому по списку слову 

(модель ответа «четыре+19»), которое входит в состав правильного ответа. Од-

нако последующим моделям ответа фактические ответы не сопоставляются 

(например, к «его+20», выделенный красным квадратом). 

Номер прохождения теста Среднее время, затраченное на выполнение теста 
(сек) 

1-ый проход  112 

2-ой проход  7,6 
3-ий проход 6,1 
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Рис. 1. Пример учета частоты фрагментов ответа встроенными в Moodle Quiz 

средствами статистической обработки  

Кроме того, исходя из специфики поставленных задач, потребовалось сфор-

мировать запросы на языке SQL к БД Moodle для извлечения отдельных частей 

данных, например, времени ответа на каждый вопрос. Дальнейшая обработка 

данных осуществлялась на языке Python. После выгрузки данных в табличном 

формате стандартным и разработанным способом были произведены объедине-

ние таблиц и формирование новых столбцов, как-то: 

- «суммарное время ответов на вопросы»; 

- «неверные содержательные вычеркивания для 4, 5 и 9 вопросов» и дру-

гие. 

С целью сокращения аномальных выбросов в диаграммах рассеивания раз-

личных показателей был подобран следующий фильтр для отсеивания ответов 

(анкет учащихся): «суммарное время 10-ти ответов > 1200 сек, всего отвечено не 

меньше 6 вопросов, всего сумма баллов не меньше 2.5». По наборам данных по-

лучены следующие характеристики: 

- MAY-23: приняли участие 61, отфильтровано 7, осталось 54 человека; 

- DEC-23: приняли участие 38, отфильтровано 12, осталось 26 человека; 
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- MAY&DEC-23: приняли участие 99, отфильтровано 21, осталось 78 чело-

века.  

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ВТОРОГО ЭТАПА ТЕСТИРОВАНИЯ 

После очистки данных от аномалий и формирования дополнительных 

столбцов были отобраны следующие показатели для проведения корреляцион-

ного анализа: общее время прохождения теста (totaltime); время, затраченное на 

10 вопросов (totaltime2); итоговые баллы (sumgrades), гендер (genderbin), корот-

кий или полный тексты пояснения (descrBin); вычеркнуто слов (responsed); вы-

черкнуто слов правильно (StrikedRight). Соответствующая корреляционная мат-

рица приведена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Корреляционная матрица с учетом «наивного» способа оценивания 

итогового балла 

Под «наивным» способом оценивания итогового балла мы понимаем спо-

соб, описанный в начале раздела с пилотным экспериментом и отраженный в 

оценке sumgrades. Видно, что есть сильная корреляция между этим показателем 

и правильно вычеркнутыми (0,858), однако, как это мы описываем далее, есть 

необходимость использования других систем расчета итоговой оценки. 

Тем не менее, опишем основные тенденции, которые наблюдаются на этом 

графике: немного больше времени ответов на вопросы тратят мужчины (корреля-

ция 0.168); женщины отвечают на вопросы несколько лучше (корреляция –0.117). 

Более интересную закономерность демонстрирует рис. 3, на котором 
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видно, что каждый последующий ответ в целом дается респондентам быстрее, 

чем предыдущий (за исключением 9 (10) и 3 (4) вопросов, которые, по-видимому, 

являются сложными). 

 

 

Рис. 3. Тенденция уменьшения времени ответов на вопросы 

На рис. 4 для этих же вопросов видно, что последняя часть вопросов дается 

учащимся лучше (выше средний балл). 

 

Рис. 4. Тенденция увеличения баллов за ответы на вопросы 
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Отметим, что закономерности, наблюдаемые в MAY-23 в целом, повторя-

ются в DEC-23, т. е. дублирование информации, что “нахождение эллипсиса (вы-

черкивание) не должно изменять смысл предложения” не привело к существен-

ным улучшениям итоговых баллов. 

Кроме того, сформированы «интересные» подгруппы по фильтрам 

MAY&DEC-23: 

Не нашли более 10 правильных слов (из 21): 13 человек. Вычеркнули более 

12 “лишних” слов: 22 человека. Одновременно по двум критериям: 9 человек, 

причем 7 из них из DEC-23. 

Наличие таких подгрупп свидетельствует о слабой мотивации учащихся. 

Анализ результатов тестирования показал, что респонденты часто связы-

вают эллиптичность с избавлением от любой избыточности в тексте. Однако они 

правильно используют как когнитивные правила, представленное в [6], так и зна-

ния из области планиметрии. Например, в предложении: 

«Окружность касается сторон AB и AD прямоугольника ABCD и пересе-

кает сторону DC в единственной точке F, а сторону BC пересекает в един-

ственной точке E.» 

Респондент вычеркнул слово “сторону”, так как обозначение ВС, с учетом 

предыдущей части предложения, говорит, что ВС есть сторона треугольника.  

Теперь в каждом предложении добавляется множество слов, не связанных 

с эллипсисом, которые допустимо вычеркивать. Анализ совершённых допусти-

мых вычеркиваний, как в ниже приведенном примере, дает возможность более 

детально изучать когнитивные методы сокращения избыточности в текстах. 

«На плоскости заданы 3 точки А, В и С; построить три окружности к1, 

к2 и к3 так, чтобы окружности к2 и к3 касались друг друга в точке А, окружно-

сти к3 и к1 касались друг друга в точке в точке В, а окружности к1 и к2 касались 

друг друга в точке С.» 

ВЫВОДЫ И БУДУЩИЕ ШАГИ ПО СОВЕРШЕНСТВОВАНИЮ СИСТЕМЫ 

И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ  

На использованном нами «наивном» подходе к итоговой оценке видно, что 

учащиеся имеют трудности с мотивацией к прохождению теста. Одновременно с 
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этим обнаружено, что нахождение эллипсиса сильно зависит от знаний предмет-

ной области, и по сути оцениванию должны подвергаться как знание предметной 

области, так и способность формирования эллипсисов (двухкритериальный под-

ход). В связи с этим мы решили разрабатывать опросники под конкретную целе-

вую аудиторию. 

К сожалению, выбранный нами фильтр для отсеивания аномальных выбро-

сов по диаграммам рассеивания учитывает «сумму баллов», рассчитанную по 

«наивной» схеме, приведенной в пилотном исследовании. Поэтому во время 

внедрения альтернативных способов расчета, например, на базе двухкритериаль-

ного подхода, придется заново подбирать фильтр. К счастью, весь процесс иссле-

дования автоматизирован, что позволит это сделать относительно оперативно. 

Отдельным образом должен быть исследован подход к учету встроенных в 

Moodle Quiz средств калибровки опросников, включая веса вопросов и другие 

метрики, см. рис. 5. К сожалению, как это было описано ранее (см., например, 

рис. 1), учет частоты ответа не приводится в Moodle Quiz корректно, поэтому и 

подсчет статистики по вопросам должен быть верифицирован на предмет досто-

верности расчета. В худшем случае необходимо будет переписать расчет данной 

статистики в автоматизируемом расчете на Python. 

 

 

Рис. 5. Фрагмент предложений по калибровке вопросов встроенными в Moodle 

Quiz средствами статистической обработки 

Возможный подход к оцениванию итоговых баллов 

Рассмотрим, как можно изменить качественную оценку по каждому во-

просу с учетом слов, которые нельзя вычеркнуть. 

Будем считать, что у нас два независимых критерия оценивания. Назовем 
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первый – Эллипсис, а второй – Геометрия. 

Если нет ответа на вопрос, оценка по Эллипсис и Геометрии не произво-

дится. 

Оценки по Эллипсис не изменяются, их четыре: Верно (В), Неверно (НВ), Ча-

стично правильно (ЧП), Нет ответа (НО). 

Оценка Геометрия формируется следующим образом: 

Задается список слов, которые нельзя вычеркнуть; 

Если хоть одно слово из этого списка вычеркнуто, – оценка Геометрия = Не-

верно (НВ) 

Иначе – оценка = Верно (В). 

Поскольку оценки по Эллипсис и Геометрия независимы, то мы имеем сле-

дующие сочетания оценок: 

Верно Э + Верно Г = В; 

Верно Э + Неверно Г = ВЭ + НВГ 

Неверно Э + Верно Г = НВЭ + ВГ; 

Неверно Э + Неверно Г = НВЭ + НВГ; 

ЧП Э + Верно Г = ЧПЭ + ВГ = ЧП; 

ЧП Э + Неверно Г = ЧПЭ + НГ; 

Общий итог (возможный вариант): 

Если есть хотя бы НГ или НВЭ, то общий итог – НЕВЕРНО; 

Если имеем ВЭ + ВГ, то общий итог – ВЕРНО; 

Если ЧПЭ + ВГ, то итог ЧАСТИЧНО ПРАВИЛЬНО.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе проанализированы результаты проведения экспериментов в двух 

промежутках времени. На основе наивного подхода к оцениванию сформирован 

фильтр для минимизации аномальных выбросов показателей на диаграмме рас-

сеивания. Сформированы запросы к БД Moodle, получены новые столбцы в таб-

лице данных, например, время выполнения 10 вопросов теста, проведен корре-

ляционный анализ на выборке в 78 респондентов. Выявлены тенденции к сокра-

щению количества времени на вопросы при неухудшении среднего количества 

баллов. Все расчеты автоматизированы в виде скриптов на Python. 
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Приведена гипотеза, что способность распознавания ответов сильно зави-

сит от знаний предметной области. Кроме того, выявлена сильная зависимость 

мотивации и качества ответов. В связи с этим авторы полагают, что работа с целе-

выми аудиториями и востребованными для этих людей темами поможет увели-

чить качество собираемого материала. В частности, предполагается собирать дан-

ные в рамках: 

- курса «Методы тестирования программного обеспечения»; 

- диагностики функционального состояния специалистов операторского 

профиля под нужды заказчика; 

- экспресс-диагностики деменции; 

- задач по геометрии для школьников. 
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Abstract  

The paper is devoted to the study of the cognitive function associated with the 

generation of elliptical sentences in the Russian language. The study is conducted by 

testing this cognitive ability using a computer system specially developed by the au-

thors for this purpose. Testing of this cognitive ability is proposed and implemented for 

the first time. The system is an extension of Moodle and is openly hosted in the github 

repository. Elliptical constructions are limited to verbal and nominal ellipses, which are 

theoretically possible to be completely reconstructed based on the context of the sen-

tence. The study is conducted with the participation of SPbPU students as respondents. 

The texts of planimetric tasks are chosen as the subject area. As a result of the analysis 

of testing data, the following results are obtained: the influence of the respondent’s 

knowledge of the subject area (planimetry) on the test results is established; a ten-
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dency towards self-study of respondents was discovered, which is manifested in a re-

duction in time and an increase in scores as they pass tests; it is shown that respond-

ents are poorly motivated if they do not see feedback on the answer to the completed 

task. The paper discusses the problems of further development of the testing system 

and its use in adapting questionnaires (tasks) to assess the knowledge of SPbPU stu-

dents in the field of automation of bug detection in programs, as well as for diagnosing 

the functional state of operator specialists and express diagnosis of dementia. It also 

seems promising to use the system to improve the processes of syntactic parsing of 

elliptic sentences and automate the restoration of ellipses in the subject area of pla-

nimetry. 

Keywords: online testing system, development, experiments, cognitive function, 

ellipsis, planimetry  
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СИСТЕМА АВТОМАТИЗАЦИИ ЧИСЛЕННОЙ ОЦЕНКИ СХОДСТВА 

ANDROID-ПРИЛОЖЕНИЙ 
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Аннотация  

Работа посвящена проектированию и разработке системы автоматизации 

численной оценки сходства Android-приложений. Задача оценки сходства прило-

жений сведена к оценке сходства множеств графов потока управления, построен-

ных на основе кода из classes.dex файлов приложений. Значение сходства вычис-

лено на основе матрицы сходства. Для сравнения графов потока управления ис-

пользованы алгоритмы редактирования графов и расстояние Левенштейна. Сфор-

мулированы критерии сходства приложений и исследованы формы их представ-

ления. Представлены виды моделей Android-приложений и методы их построе-

ния. Разработан прототип системы автоматизации численной оценки сходства 

Android-приложений. С помощью инструментов параллельного программирова-

ния выполнена оптимизация программного решения. Проведены эксперименты 

и сделан вывод о способности разработанной системы выявлять сходства между 

Android-приложениями.  

Ключевые слова: сходство Android-приложений, сходство программ, 

матрица сходства, расстояние редактирования графов потока управления, 

визуализация матрицы сходства, граф потока управления. 

ВВЕДЕНИЕ 

Сходство программ оценивается во многих задачах: обнаружения дублиро-

ванного или клонированного кода, проверки авторских прав или патентов, повы-
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шения утилизации кодовой базы и др. Для решения каждой из приведенных за-

дач прежде всего необходимо определить, что означает «сходство программ», а 

также предложить способы его измерения. 

Опытный программист способен оценить сходство программ по ключевым 

критериям: наименованию классов, функций, переменных, потока управления, 

использованию литералов и др. В таком случае часть критериев может быть опре-

делена и оценена субъективно и отличаться от сравнения к сравнению не только 

одним программистом, но и несколькими. В таких условиях возникает необходи-

мость как в формализации критериев, по которым определяется сходство про-

грамм, так и в разработке методов вычисления оценки их сходства. 

Для оценки сходства между множеством программ необходимо выполнить 
𝑛!

2(𝑛−2)!
 попарных сравнений, где n – количество программ. Для задачи нахожде-

ния плагиата возможен поиск среди миллионов программ. При этом программы 

могут состоять из тысяч файлов, каждый из которых может иметь тысячи строк 

кода. Выполнение сравнения вручную может потребовать годы, в то время как 

размер программ и их количество растут каждый день. Все эти условия форми-

руют потребность в автоматизации сравнения сходства программ.  

Решение проблемы автоматизации численной оценки сходства программ 

имеет практическую значимость Эта проблема актуальна для индустрии прило-

жений для ОС Android. Согласно исследованию [1], от 5 до 13% Android-приложе-

ний, распространяемых на шести Android-площадках, являются клонами. В иссле-

довании [2] показано, что как минимум 141 приложение было клонировано. 

Также известны случаи плагиата мобильных приложений [3, 4].  

Приложения для ОС Android распространяются в виде .apk и .aab артефактов 

[5]. Артефакты могут быть скачаны с различных площадок, таких как Google Play 

Store, Huawei App Gallery и др. При этом площадки могут быть не только 

официальными. Так как перед установкой приложения необходимо скачать на 

устройство артефакт, возникает ситуация, когда злоумышленник получает прямой 

доступ к артефакту и способен выполнить MATE-атаку [6]. После этого 

злоумышленник может опубликовать измененное приложение в интернете под 

видом исходного и украсть пользовательские данные, ухудшить имидж компании 

и др. 
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В рамках настоящей работы спроектирована и разработана система автома-

тизации численной оценки сходства Android-приложений. Для моделирования 

Android-приложения использована матрица графов потока управления функций 

приложения. Сходство графов потока управления оценена при помощи вычисле-

ния расстояния редактирования графов. Вычисления итогового значения сходства 

выполнено с использованием технологий параллельных вычислений. Разрабо-

таны инструменты для автоматической и ручной оценок сходства, визуализации 

матрицы сходства и графов потока управления. 

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 представлен обзор суще-

ствующих решений и проведён сравнительный анализ этих решений. В разделе 2 

дана постановка задачи сравнения Android-приложений и введены необходимые 

обозначения. В разделе 3 представлен сравнительный анализ форм представле-

ния Android-приложений и дано обоснование выбора формы представления при-

ложений, используемой в настоящей работе. В разделе 4 проведён сравнитель-

ный анализ видов моделей приложений и дано обоснование выбора конкретной 

модели. В разделе 5 представлены методы построения моделей приложений, 

проведено их сравнение с целью выбора подходящего метода. В разделе 6 пред-

ложен метод оценки сходства моделей приложений на основе расстояния редак-

тирования графов приложений. В разделе 7 описан алгоритм численной оценки 

сходства Android-приложений. В разделе 8 представлены вспомогательные ин-

струменты для выполнения экспертной оценки сходства приложений. В разделе 

9 описаны эксперименты и приведен анализ результатов. 

1. ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ РЕШЕНИЙ 

В последнее время появилось множество исследований, направленных на 

выявление клонированных или перепакованных приложений в среде Android 

(см., например, [7–11]). Эти исследования, как правило, завершаются простым ре-

шением «да/нет» о том, является ли приложение копией, но в них отсутствует де-

тальное обоснование этого решения и областей сходства. Тем не менее, в сфере 

исследований, разработок и даже среди пользователей существует очевидная по-

требность в понимании различий между разными версиями приложений. Напри-

мер, разработчикам маркетплейсов и их пользователям часто требуется опреде-

лить изменения в последнем обновлении приложения, чтобы убедиться, что они 
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соответствуют рекламируемым «новым» функциям. Разработчики приложений 

могут анализировать изменения в собственных приложениях, чтобы оценить их 

влияние на рейтинг в маркетплейсе. Тем временем исследователи могут разра-

батывать системы рекомендаций по изменениям, анализируя версии приложе-

ний, и методы обнаружения вредоносного содержимого в переупакованных вре-

доносных программах. 

Задача обнаружения переупакованных приложений представляет собой се-

рьезную проблему. В последнее время научное сообщество, учитывая постоянно 

растущее количество приложений, занимается созданием быстрых методов 

оценки сходства на основе ресурсов приложений или машинного обучения. Од-

нако результаты применения этих методов все еще требуют тщательной про-

верки путем детального сравнения потенциальных пар переупакованных прило-

жений. 

К сожалению, ведущие методы обнаружения клонов или переупакованных 

приложений основаны на сложных внутренних эвристиках, которые трудно вос-

произвести, а разработанные прототипы инструментов часто недоступны для раз-

вития исследований в этой области [10]. Многие исследования по обнаружению 

переупакованных приложений [8, 11] не предоставляют инструменты, которые 

могло бы повторно использовать исследовательское сообщество. Насколько из-

вестно, такие общедоступные инструменты, как Androguard [12], FSquaDRA [13] и 

SimiDroid [14], являются основными ресурсами для изучения сходства приложе-

ний. Androguard анализирует сходства на уровне кода, FSquaDRA – на основе ре-

сурсов. Однако ни Androguard, ни FSquaDRA не описывают различия между при-

ложениями, что ограничивает их возможности для глубокого анализа сходств. 

SimiDroid призван восполнить этот пробел в исследованиях, создав фреймворк с 

открытым исходным кодом, который легко масштабируется и способен объяснять 

сходства и различия приложений. SimiDroid оснащен тремя разработанными пла-

гинами для сравнения сходства на уровне кода, Android-компонентов и ресурсов 

приложения. В статье [14] SimiDroid проведен сравнительный анализ с Androguard 

и FSquaDRA. Результаты анализа показали, что методы, основанные на сравнении 

кода, дают более точные оценки сходства, чем подходы, основанные на сравне-

нии ресурсов. SimiDroid был протестирован на реальных приложениях в несколь-
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ких тематических исследованиях, продемонстрировав свою способность объяс-

нять сходства в различных контекстах. Однако SimiDroid не позволяет исследова-

телям изменять формулу, используемую для расчета баллов сходства. 

Отличительной особенностью настоящего исследования являются сравне-

ние скомпилированных Android-приложений в формате .apk с использованием 

графа потока управления в качестве модели программы, а также применение 

матрицы сходства для сравнения моделей. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Даны два Android-приложения 𝑃1 и 𝑃2. Необходимо вычислить 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) 

– степень сходства приложений 𝑃1 и 𝑃2. При этом: 

● 𝑃1 и 𝑃2 могут иметь одну из форм представления: исходный код, скомпили-

рованный код, скомпилированный артефакт; 

● 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) ∈ [0; 1]; 

● 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) = 0  означает, что программы не имеют никакого сходства; 

● 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) = 1  означает, что программы абсолютно идентичны; 

● 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) = 𝑠𝑖𝑚(𝑃2, 𝑃1). 

Для построения модели программы используется функция 𝑚: 𝑃 → 𝑀, кото-

рая выделяет характеристики программ и объединяет их в структуру данных, ко-

торая называется моделью программы, причем: 

● Характеристики программы выделяются при помощи статического 

или динамического анализа кода программы. 

● 𝑚(𝑃1) = 𝑀1, 𝑚(𝑃2) = 𝑀2 являются моделями программ 𝑃1 и 𝑃2 соот-

ветственно. 

● Значение 𝑚(𝑃)  может быть получено только из 𝑃. 

● Программа 𝑃2 называется производной от программы 𝑃1, если над 

ней были выполнены преобразования, не нарушающие смысла программы 𝑃1. К 

таким преобразованиям относятся: обфускация (запутывание кода программы), 

изменение графа потока управления, шифрование констант и др. 

● Если программа 𝑃2 является производной от 𝑃1, то 𝑀1 = 𝑀2. 

3. ВЫБОР ФОРМЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ANDROID-ПРИЛОЖЕНИЯ 

Android-приложения могут быть представлены в трех формах:  
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● Исходный код – в репозитории с приложением или на компьютере 

разработчика. 

● Скомпилированный код – при промежуточной компиляции исход-

ного кода в байт-код JVM [15] или байт-код ART [16]. 

● Скомпилированный артефакт – при компиляции приложения. В ре-

зультате компиляции создаются файлы в форматах .apk или .aab, которые могут 

быть установлены на смартфон. 

С точки зрения преобразования формы представления, исходный код со-

держит в себе наибольшее количество авторской информации, интеллектуаль-

ной собственности, так как исходный код создается человеком, его разработчи-

ком. Скомпилированный код и артефакт получаются при помощи стандартных ин-

струментов: компиляторов и др., которые преобразуют форму представления по 

известным алгоритмам. При этом компилятор способен удалить часть информа-

ции из исходного кода, например, комментарии, которые будет невозможно вос-

становить при декомпиляции кода. Поэтому количество полезной информации в 

исходном коде больше, чем в скомпилированном артефакте. С другой стороны, 

во время работы приложения выполняются скомпилированный, оптимизирован-

ный или обфусцированный коды, а не исходный. 

С точки зрения доступности формы представления, скомпилированный ар-

тефакт имеет наибольшую доступность, так как может быть скачан из официаль-

ного магазина приложений; любого интернет-ресурса; устройства, на котором 

установлено приложение, в отличие от исходного кода, доступ к которому, как 

правило, ограничен владельцем репозитория или компьютера. 

В рамках данной работы в качестве сравниваемых программ выступают 

Android-приложения в форме скомпилированного артефакта – .apk файла. Выбор 

такой формы представления обоснован ее наибольшей доступностью и фактиче-

ским использованием при работе программы. 

Архив .apk содержит следующие файлы (см., например, [17]): 

● cкомпилированный Dalvik / ART байт-кода – classes.dex. Таких файлов 

может быть несколько; 

● манифеста приложения – AndroidManifest.xml; 

● метаинформации – META-INF; 

● ресурсов приложения – assets, res; 
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● скомпилированных нативных библиотек – lib; 

● скомпилированных ресурсов – resources.arsc. 

Каждый из этих файлов содержит информацию о работе приложения и мо-

жет быть использован при оценке сходства; resources.arsc, META-INF, 

AndroidManifest.xml содержат типовую информацию о приложении и не несут 

особой ценности при копировании. Более того, содержимое этих файлов кратно 

меньше, чем у classes.dex, assets, res, lib. Директории assets и res содержат макеты 

приложения, файлы анимации, статические ресурсы и др. При реверс-инжини-

ринге этот код может быть использования для плагиата пользовательского интер-

фейса приложения; classes.dex и lib содержат скомпилированный код, наиболь-

шее количество полезной информации о работе приложения и занимают основ-

ную часть .apk файла. В lib находится скомпилированный С/С++ код. Использова-

ние нативного кода при разработке Android-приложений является узконаправ-

ленным решением для специфичных задач – отрисовки сложной графики, ресур-

соемких вычислений и др. – и на практике встречается редко.  

В рамках данной работы предложено рассматривать файлы classes.dex в ка-

честве источника информации об Android-приложении, так как они содержат 

скомпилированный исходный код и занимают значительную часть .apk файла. 

4. ВЫБОР МОДЕЛИ ANDROID-ПРИЛОЖЕНИЯ 

Исходно classes.dex представляет собой бинарный код для среды выполне-

ния Android: Dalvik или ART. Для построения моделей на основе бинарного кода, 

инструкций, блоков инструкций, функций достаточно декомпилировать файл .apk 

и выполнить поверхностный анализ содержимого. Такой подход позволяет до-

биться высокой скорости построения в сравнении с другими моделями. Однако 

ни одна из них не описывает структуру приложения и является чувствительной к 

обфускации. 

Следующие модели, помимо декомпиляции .apk, требуют дополнительных 

преобразований для построения, что снижает общее время работы алгоритма. 

Абстрактное синтаксическое дерево (abstract syntax tree, AST) описывает струк-

туру программы и выполняемые инструкции, что является ее преимуществом 

(см., например, [19]). Основной недостаток AST заключается в том, что дерево 

строится на основе исходного кода программы, и в этом случае файл classes.dex 
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необходимо предварительно декомпилировать до .class файлов и потом снова 

декомпилировать до .java, .kt файлов. Дважды выполненная декомпиляция при-

водит к потерям информации, что критично для модели, использующей AST.  

Модель на основе иерархии классов может быть построена на основе 

Android-приложения, так как при его разработке используются объектно-ориен-

тированные языки. Модель описывает различные зависимости между классами: 

наследование, композицию и др. (см., например, [20]). Недостатком модели на 

основе иерархии классов является то, что она не описывает фактическую реали-

зацию класса, то есть модель не в полной мере отражает содержимое про-

граммы. 

Граф зависимостей программы [21] описывает поток управления функции и 

поток данных, что является преимуществом среди прочих моделей. Единствен-

ным недостатком является то, что граф не содержит информации о других вызы-

ваемых функциях. 

Граф вызовов [22] также может быть использован в качестве модели 

Android-приложения: он описывает его структуру и не зависит от используемого 

языка программирования. Однако современные обфускаторы способы изменять 

поток управления, что влияет на чувствительность модели. Более того, граф вызо-

вов не описывает содержимое функций. 

Граф потока управления [23] в отличие от двух предыдущих моделей опи-

сывает выполняемые блоки инструкций. Также граф описывает структуру про-

граммы и имеет размерность меньше, чем у AST.  

В рамках данной работы предложено в качестве модели Android-приложе-

ния использовать граф потока управления, построенный на основе скомпилиро-

ванного кода файлов classes.dex. Несмотря на то, что граф потока управления 

также чувствителен к обфускации потока управления и требует дополнительных 

преобразований для построения, он является наиболее подходящим среди про-

чих при моделировании программ. Этот вывод подтверждается в систематиче-

ском обзоре литературы по теме сходства программ [18]. 

5. ВЫБОР МЕТОДА ПОСТРОЕНИЯ МОДЕЛИ 

Для построения графа потока управления Android-приложения могут быть 
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использованы как статический, так и динамический анализ приложения. При ста-

тическом подходе анализ Android-приложения никогда не выполняется, а модель 

строится на основе кода из файлов classes.dex. При динамическом анализе 

Android-приложения он запускается на виртуальном или реальном устройстве, и 

исследуется его поведение во время выполнения. 

Статический анализ приложения эффективен, потому что может исследо-

вать набор всех возможных путей выполнения путем аппроксимации поведения 

программы. Это важно, потому что некоторые сценарии работы Android-прило-

жений трудно вызвать динамически: выполнение задач по расписанию, работы 

приложения в фоне и др. 

Основное преимущество динамического анализа заключается в том, что он 

отображает фактическое выполнение Android-приложения, а запутывания кода, 

применяемые к classes.dex, оказывают меньшее влияние на поведение про-

граммы. 

В рамках настоящей работы предложено строить граф потока управления 

Android-приложения при помощи статического анализа. Выбор такого метода 

преимущественно обусловлен непоследовательной (асинхронной) природой вы-

полнения Android-приложений. Взаимодействие с базовыми компонентами 

Android осуществляется по системе обратных вызовов: изменение интерфейса, 

обращение в сеть, работа в фоновом режиме и др., что значительно усложняет 

покрытие всех сценариев использовании приложения в случае использования ди-

намического анализа. 

6. ВЫБОР МЕТОДА ОЦЕНКИ СХОДСТВА МОДЕЛЕЙ 

Метод сравнения на основе максимального общего подграфа используется 

для оценки сходства графов (см., например, [24]). Большим преимуществом этого 

метода является возможность контролировать размерность общего подграфа, что 

ускоряет его построение. Однако данный метод имеет один значительный недо-

статок: наличие нескольких общих подграфов. Эта проблема особенно актуальна 

при построении максимального общего подграфа для графов малого размера. Та-

кой вывод подтвержден в исследовании [25]. 

Для оценки сходства графов потока управления в рамках настоящей работы 
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использован оптимизированный алгоритм вычисления расстояния редактирова-

ния [26]. Этот алгоритм требует меньше памяти и времени, чем вариации алго-

ритма A* (A star), и способен учитывать содержимое блоков инструкций графа по-

тока управления. 

В рамках настоящей работы расстояние редактирования графа вычисляется 

по формуле [26] 

𝐺𝐸𝐷(𝑔1, 𝑔2) = min
𝑒1,…,𝑒𝑘∈𝛾(𝑔1,𝑔2)

∑ 𝑐(𝑒𝑖),

𝑘

𝑖=1

 
(1) 

где 𝐺𝐸𝐷 − расстояние между графами 𝑔1 и 𝑔2; 𝐺𝐸𝐷(𝑔1, 𝑔2)  ≥ 0;  

𝑒𝑖 − одна из операций редактирования: вставка, удаление, замена;  

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘 ∈ 𝛾(𝑔1, 𝑔2) − путь редактирования длины 𝑘;  

𝛾(𝑔1, 𝑔2) − множество путей редактирования 𝑔1 в 𝑔2;  

𝑐(𝑒𝑖) − функция стоимости операции редактирования, 𝑐(𝑒𝑖) = 1.  

Для приведения значения расстояния редактирования графа (1) в интервал 

[0; 1] предлагается использовать следующую формулу: 

𝐺𝐸𝐷( 𝑔1, 𝑔2)̂  =
𝐺𝐸𝐷(𝑔1, 𝑔2)

max(𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑔1), 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑔2))
, 

(2) 

где 𝐺𝐸𝐷( 𝑔1, 𝑔2)̂ − расстояние редактирования между графами 𝑔1, 𝑔2;  

𝐺𝐸𝐷( 𝑔1, 𝑔2)̂  ∈ [0; 1]; 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑔) − размер графа 𝑔, 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑔) = |𝑉| + |𝐸|.  

  

Принятие решения о редактировании вершины графа потока управления 

выполняется по формуле  

𝑑𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 = 𝑠𝑖𝑚(𝑆1, 𝑆2) < 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑, (3) 

где 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 = {Ложь, Истина} — решение о редактировании;  

𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑 − порог принятия решения, 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑 ∈ [0; 1];  
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𝑆1, 𝑆2 − сравниваемые последовательности;  

𝑀 = 𝑙𝑒𝑛(𝑆1), 𝑁 = 𝑙𝑒𝑛(𝑆2) − длины последовательностей;  

𝑠𝑖𝑚(𝑆1, 𝑆2) = max(𝑀, 𝑁) − 𝐷(𝑆1, 𝑆2).  

𝐷(𝑆1, 𝑆2) = 𝐷(𝑀, 𝑁),  

где 𝐷 − расстояние Левенштейна [27], 𝐷 ∈ [0; max(𝑀, 𝑁)].  

Если значение sim меньше порогового, то вершина редактируется. 

7. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 

Алгоритм автоматизации численной оценки сходства Android-приложений 

можно разделить на основные этапы: 

1. Подготовка к построению моделей сравниваемых приложений. 

2. Построение моделей (графов потока управления) первого и второго 

Android-приложения. 

3. Построение матрицы сходства на основе расстояния редактирования 

графов потока управления. 

4. Нахождение пар наиболее схожих элементов. 

5. Вычисление итогового значения сходства. 

Для ускорения работы алгоритма построения матрицы сходства разрабо-

танная программа имеет механизмы параллелизации вычисления как на уровне 

строк матрицы, так и на уровне ее ячеек. Для этого создается конечное множество 

процессов, между которыми распределяется задача вычисления строк матрицы 

сходства. Внутри каждого процесса создается конечное множество потоков, каж-

дый из которых вычисляет сходство между двумя графами потока управления. 

Помимо параллелизации при вычислении расстояния редактирования ис-

пользуется параметр, устанавливающий верхнюю границу времени вычисления. 

При достижении этой границы в качестве результата алгоритм возвращает значе-

ние расстояния редактирования, актуальное на момент остановки. 

8. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ 

В этом разделе приведено краткое описание программных инструментов, 
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разработанных для получения детальной информации о ходе выполнения и ре-

зультатах оценки сходства. Функция calculate_apks_similarity.py в режиме оценки 

сходства Android-приложений выводит в консоль информацию («логи») о выпол-

нении алгоритма: списки генерируемых графов потока управления, результаты 

вычисления сходства и др. Сгенерированные файлы содержат полезную для ис-

следователя информацию, представленную в текстовом виде. Однако логи не ви-

зуализируют матрицу сходства и пары наиболее схожих графов потока управле-

ния. Для повышения скорости, простоты и качества экспертного анализа резуль-

татов работы calculate_apks_similarity.py была разработана дополнительная про-

грамма. 

Интерфейс программы построен в виде окна, на котором изображается вы-

численная calculate_apks_similarity.py матрица сходства. Отображаемая матрица 

сходства обрабатывает нажатия на ячейки. При нажатии на ячейку программа ге-

нерирует .pdf файла в котором находятся визуализированные графы потока 

управления. Граф на первой странице соответствует строке матрицы, на второй – 

столбцу. Сгенерированный .pdf файл имеет имя dots_<номер строки>_<номер 

столбца>_<значение сходства>.pdf (например, dots_1_23_1.0.pdf) и находится в 

папке visualize_m_comp. Папка visualize_m_comp находится в папке переданной 

аргументом --output_dir calculate_apks_similarity.py. 

9. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

На данный момент не существует стандартизированных критериев оценки 

сходства Android-приложений. Существует решение суда № А40-20593/2017 в ко-

тором присутствует формулировка «Схожесть наименований двух программ для 

ЭВМ и их основное назначение не могут служить основанием для вывода об их 

тождественности, так как для подобного вывода необходимы специальные зна-

ния (заключение эксперта)» [28]. Что касается научных исследований, то в ряде 

статей сравнивают собственные разработки с аналогами (например, в [29] k-

gramm сравнивается с моделью предложенной Харуаки Тамада). В других выпол-

няется оценка существующих программ без сравнения аналогов (например, в [30] 

код изменяется вручную и затем вычисляется сходство между исходной и изме-

ненной программой). 
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Наиболее простыми сценариями проверки сходства двух Android-приложе-

ний являются крайние значения интервала сходства: 0 – одно приложение пустое 

(нет кода) и любое Android-приложение (есть код); 1 – сравнение приложения с 

самим собой. Так как модель программы должна является её инвариантом (не 

изменяться при трансформациях с сохранением семантики), то в качестве ещё од-

ного эксперимента можно использовать сравнение Android-приложения до 

обфускации и после (обфускация не должна влиять на значение сходства, либо 

влиять незначительно). Ожидается, что чем больше техник обфускации будет при-

менено к Android-приложению, тем меньшим сходством оно будет обладать при 

сравнении его с исходным вариантом. Однако в систематическом обзоре литера-

туры [17] подчеркивается, что на данный момент отсутствует модель, которая яв-

ляется устойчивой к любым трансформациям с сохранением семантики. 

В рамках данной работы программное решения оценивается по следую-

щим сценариям: 

1. Android-приложение сравнивается с пустым .apk файлом. 

2. Android-приложение сравнивается с самим собой. 

3. Android-приложение сравнивается с вариантом этого приложения, в 

котором были изменены имена классов, пакетов при помощи ProGuard. 

4. Android-приложение сравнивается с вариантом этого приложения, 

оптимизированным при помощи ProGuard вариант (опция -optimizationpasses 5). 

5. Производится сравнение двух разных Android-приложений. 

Сгенерированные файлы, информация о выполнении программ в рамках 

каждого эксперимента размещаются в GitHub репозитории работы в папке с со-

ответствующим номером в папке «exp» (например, для первого эксперимента эта 

папка exp/1). 

Описанные ниже эксперименты выполнялись на компьютере со следующей 

конфигурацией: 

● наименование: MacBook Pro; 

● операционная система: macOS Monterey (версия 12.4); 

● процессор: Apple M1 Pro с 10 ядрами; 

● объем оперативной памяти: 16 ГБ. 

Краткое описание результатов экспериментов представлено в Таблице 1. 
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Значение колонки «Верно сопоставленные пары сходства» вычислено как отно-

шение корректно найденных пар к общему числу выбранных пар сходств и 

найдено экспертно на основе анализа графов потока управления. 

Таблица 1. Описание результатов экспериментов. 

№ 𝑠𝑖𝑚(𝑃1, 𝑃2) Время 

вычис-

ления, 

сек 

Верно 

сопо-

ставлен-

ные 

пары 

сходства 

ins_block

_sim_thr

eshold 

ged_tim

eout_sec

, сек 

proces

ses_co

unt 

threads_

count 

1 0.0 2.3 0% 0.95 60 10 45 

2 0.99 5.3 100% 0.95 60 10 45 

3 0.9 3.6 100% 0.95 60 10 45 

4 0.2 3.4 80% 0.95 60 10 45 

5 0.19 64.4 23% 0.95 60 10 45 

 

В первом эксперименте результат полностью соответствует ожиданиям. Так 

как второй .apk файл не содержал classes.dex, то построенная модель состояла из 

пустого множества графов потока управления. Поэтому dots_2.csv не содержит ни 

одной записи. Матрица сходства имеет размерность 17:0. 

Во втором эксперименте матрица сходства симметрична по диагонали, что 

говорит о сравнении двух идентичных .apk файлов (см. рис. 1). Большинство ячеек 

матрицы имеют черный цвет и соответствуют конструкторам класса R (класс с 

идентификаторами ресурсов в Android). 
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Рис. 1. Визуализация матрицы сходства из эксперимента 2 

Примеры графов потока управления для ячеек 2:4, 10:16 представлены на 

рис. 2 слева и справа соответственно.  

а)  б)  

Рис. 2. Визуализация графов потока управления из эксперимента 2: R.layout void 

<init>().dot  и R.xml void <init>().dot (а), R.style void <init>().dot  

и Unused void <init>().dot (б) 
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Строки и столбцы с серыми ячейками как правило имеют заметные струк-

турные различия и соответствуют более сложным функциям программы. На рис. 3 

представлен графы потока управления для ячейки 4:3, на рис. 4 для 15:5.  

 

а)  

б)  

Рис. 3. Визуализация графов потока управления из эксперимента 2: MainActivity 

void onCreate(android.os.Bundle).dot (а) и R.xml void <init>().dot (б) 

а)  

б)  

Рис. 4. Визуализация графов потока управления из эксперимента 2: Greeting 

java.lang.String greet().dot (а) и Unused void something().dot (б) 

Значение сходства 0.99 приближено к 1.0. Программа сформировала 

корректный список пар соответствия графов потока управления. Однако 
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допустила ошибки при вычислении сходства для графов 5:5 (0.89), 15:15 (0.88). 

В отличие от матрицы сходства из второго эксперимента, в данном случае 

пары графов не образуют диагональ (см. рис. 5).  

 

Рис. 5. Визуализация матрицы сходства из эксперимента 3 

Это связано с тем, что имена методов при обфускации .apk изменяются, как и по-

рядок их обхода при формировании списка графов. На рис. 6 видно, что струк-

турно графы идентичны, но в блоках инструкции на третьей строке видно незна-

чительное различие в наименовании классов  

«com.example.simpleapplication.something.Used» и «a.b».  

а)  б)  

Рис. 6. Визуализация графов потока управления из эксперимента 3: Greeting void 

<init>().dot (а) и b void <init>().dot (б) 
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В строке 5 также видна разница в наименовании свойства класса «used» и 

«a». Именно эти различия в именах приводят к уменьшению значения сходства. 

Значение сходства 0.9 приближено к 1.0. Программа сформировала корректный 

список пар соответствия графов потока управления. Однако допустила ошибки 

при вычислении сходства блоков инструкций 3:1 (0.5), 5:15 (0.85) и др. 

В четвертом эксперименте после выполнения оптимизации .apk файла 

количество классов сократилось с 17 до 5 (см. рис. 7).  

 

Рис. 7. Визуализация матрицы сходства из эксперимента 4 

Помимо случаев, уже рассмотренных в третьем эксперименте, когда 

переименование снижает сходство, в этом примере есть один новый сценарий. 

На рис. 8 графы потока управления имеют структурное сходство.  
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а)  б)  

Рис. 8. Визуализация графов потока управления из эксперимента 4: Greeting 

java.lang.String greet().dot (а) и a java.lang.String a().dot (б) 

Однако в «Block #0» графа б) был перенесен код из класса 

«com.example.simpleapplication.something.Used», при этом сам класс был удален 

из сборки. Значение сходства 0.2 показывает, что модификации графа потока 

управления оказывают сильное влияние на итоговое значение сходства. Не-

смотря на низкое значение сходства, программа верно сопоставила 4 из 5 графов 

потока управления. При использовании опции --ins_block_sim_threshold 0.5 сход-

ство повышается до 0.29 (+0.09). Однако понижение значения порога эквивалент-

ности блоков инструкций повышает количество схожих между собой графов по-

тока управления, что может привести к формированию некорректных пар сход-

ства. Данный вывод проиллюстрирован на рис. 9. 
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Рис. 9. Визуализация матрицы сходства из эксперимента 4  

В пятом эксперименте значение сходства 0.19 показывает, что два принци-

пиально разных Android-приложения имеют незначительное сходство (см. 

рис. 10). Пары сходства, сформированные программой, преимущественно не 

имеют схожей структуры. Пары со сходством, приближенным к 1, представляют 

собой графы потоков простых конструкторов классов и не несут полезной инфор-

мации о сходстве всего приложения. 
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Рис. 10. Визуализация матрицы сходства из эксперимента 5 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Работа посвящена проектированию и разработке системы автоматизации 

численной оценки сходства Android-приложений. Были выполнены следующие 

задачи. 

● Проведен анализ форм представления программ, видов моделей про-

грамм, методов построения моделей программ, видов сходства программ. 

● Предложена модель представления Android-приложений, методы ее по-

строения и алгоритм оценки сходства моделей.  

● Спроектирован и разработан программный модуль для построения модели 

программы и численной оценки сходства.  

Задача численной оценки сходства Android-приложений имеет ряд практи-

ческих применений. Например, Google Play Store, RuStore, Huawei AppGallery и др. 

могут оценить сходство публикуемых приложений для поиска плагиатов. Функци-

онал поиска плагинов позволит площадкам оповещать разработчиков-авторов о 

краже их интеллектуальной собственности, оповещать пользователей площадок 
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о подозрительности приложений с высокой степенью сходства, запрещать публи-

ковать такие приложения и др. Также численная оценка сходства Android-прило-

жений может быть использована для оценки работы обфускаторов (например, 

ProGuard, R8), при анализе кражи интеллектуальной собственности в судебных 

делах и прочих сценариях. 

Разработанная система является прототипом решения задачи численной 

оценка сходства Android-приложений. Выполненные в работе эксперименты по-

казали состоятельность разработанного решения. Среди преимуществ отметим: 

высокую скорость работы, репрезентативность модели с точки зрения структуры 

программы, инструменты для экспертного анализа. Среди недостатков укажем: 

чувствительность к обфускации. Для более точной оценки эффективности работы 

системы потребуются дополнительные эксперименты.  

Дальнейшие развитие исследования предполагает повышение точности 

вычисления расстояния редактирования графов. Несмотря на то, что программа 

корректно формирует пары схожих графов потока управления, значения их сход-

ства не равно 1.0. Также необходимо решить вопрос учёта оценки графов малой 

мощности. 

Прототип разработанной системы прошел государственную регистрацию в 

виде программы для ЭВМ в Федеральной службе по интеллектуальной собствен-

ности (Роспатент) [31]. 

Ряд результатов, полученных в проведенном исследовании, представлен и 

обсуждён на конференции «Научный сервис в сети Интернет 2023» [32]. 

Текущая версия приложения размещена в открытом доступе в репозитории 

GitHub и доступна по ссылке: https://github.com/valeryvpetrov-dev/android-apps-

similarity. 
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Abstract 

This paper is devoted to the design and development of a system for automating 

numerical similarity assessment of Android applications. The task of application 

similarity evaluation is reduced to the similarity evaluation of sets of control flow 

graphs constructed based on code from classes.dex files of applications. The similarity 

value was calculated based on the similarity matrix. The algorithms of graph editing 

and Levenshtein distance were used to compare control flow graphs. Application 

similarity criteria were formulated and their representation forms were investigated. 

Types of Android application models and methods of their construction are presented. 

A prototype of the system for automating the numerical evaluation of Android-

applications similarity is developed. Optimization of the software solution is performed 

with the help of parallel programming tools. Experiments are carried out and the 

conclusion is made about the ability of the developed system to detect similarities 

between Android applications. 

Keywords: Android application similarity, program similarity, similarity matrix, 

control flow graph edit distance, similarity matrix visualisation, control flow graph. 
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Аннотация 

Для классификации изображений в настоящее время можно применить 

множество различных инструментов, каждый из которых направлен на решение 

определенного спектра задач. В статье проведен краткий обзор библиотек и тех-

нологий для классификации изображений. Построена архитектура простой свёр-

точной нейронной сети для классификации изображений.  

Были проведены эксперименты по распознаванию изображений с такими 

популярными нейронными сетями, как VGG16 и ResNet 50. Обе нейронные сети 

показали хорошие результаты. Однако ResNet 50 переобучилась из-за того, что в 

наборе данных присутствовали однотипные изображения для обучения, по-

скольку в данной нейронной сети больше слоев, позволяющих считывать при-

знаки объектов на изображениях. С обученными моделями был проведен срав-

нительный анализ по распознаванию изображений, специально подготовленных 

для этого эксперимента. 

Ключевые слова: распознавание изображений, нейронная сеть, сверточная 

нейронная сеть, классификация изображений, машинное обучение 

ВВЕДЕНИЕ 

Машинное обучение — направление, которое в настоящее время актуально 

для решения различных задач. Такие задачи, как генерация изображений [1], ге-

нерация музыки [2], создание сцен для игр [3], озвучивание видеороликов в ин-

тернете [4], синхронный перевод [5] — лишь небольшой список того, каким по-

тенциалом обладает машинное обучение. 
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Названная технология развивается большинством крупных компаний, раз-

рабатывающих программное обеспечение. Такие компании, как показывает прак-

тика, могут как создавать свои собственные библиотеки для работы с машинным 

обучением, так и вносить вклад в разработки с открытым исходным кодом. 

Так, например, компания Google разработала библиотеку под названием 

TensorFlow [6] — открытую библиотеку для машинного обучения, позволяющую 

решать большой спектр задач. На официальном сайте, посвященном этой библио-

теке, представлены многочисленные примеры и варианты использования. В кон-

тексте этой статьи рассмотрен вопрос классификации изображений встроенными 

средствами этой библиотеки с использованием дополнительных функций биб-

лиотеки Keras [7].  

Для классификации изображений применяют сверточные нейронные сети 

(Convolutional neural network, CNN) [8]. Во время обучения нейронной сети этого 

типа выделяют определенные признаки, на основе которых происходит обуче-

ние. 

Библиотека TensorFlow позволяет спроектировать собственную нейронную 

сеть и установить специфические параметры обучения. В случае, когда в разра-

ботке собственной архитектуры сети нет необходимости, можно воспользоваться 

готовыми решениями. VGG16 [9] и ResNet 50 [10] — яркий пример спроектиро-

ванных нейронных сетей, готовых для решения задач классификации изображе-

ний.  

Далее описаны эксперименты по разработке собственной архитектуры 

нейронной сети, а также представлены результаты вычислительных эксперимен-

тов для сетей VGG16 и ResNet 50. 

1. ПРОЕКТИРОВАНИЕ НЕЙРОННОЙ СЕТИ ДЛЯ РАСПОЗНАВАНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Для проектирования нейронной сети с целью распознавания изображений 

с помощью CNN необходимо: подготовить наборы данных для обучения и тести-

рования, определить параметры размеров изображений, выстроить слои нейрон-

ной сети в определённом порядке, настроить эти слои и при этом для повышения 

точности предсказаний с помощью таких средств, как оптимизация гиперпара-

метров [11], увеличение данных [12], методы регуляризации [13], провести более 
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тонкую настройку эмпирическим путем, а также интерпретировать результаты 

обучения и сделать выводы. 

В качестве набора данных для обучения нейронной сети использовался 

дата-сет Fruits 360 [14]. Из него было выбрано десять классов изображений: 'Apple 

Golden 1', 'Apricot', 'Beetroot', 'Cherry 1', 'Corn', 'Guava', 'Lemon', 'Orange', 

'Tomato 1', 'Watermelon'. Для каждого класса в данном наборе присутствует не-

сколько изображений, показывающих объект на 360 градусов. Так, в наборе при-

сутствует 5038 изображений для обучения и 1681 изображение для тестирования. 

Некоторые из них представлены на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Пример данных для обучения из набора данных. 

В качестве языка программирования для разработки нейронной сети был 

выбран Python. Разработка осуществлялась в интегрированной среде разработки 

PyCharm [15] на компьютере под управлением MacOS [16] на чипе M1 [17]. 

Процесс обучения занял три часа без применения дискретной графической 

карты, так как стандартные средства библиотеки TensorFlow осуществляют работу 

с CPU для вычислений, а не с GPU. Для большей производительности была уста-

новлена дополнительная библиотека TensorFlow MacOS [18] для процессоров M1, 
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что позволило получить доступ к GPU и увеличить производительность в не-

сколько раз. 

 

 

Рис. 2. Слои нейронной сети. 
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Далее были выстроены слои нейронной сети, которые можно увидеть на 

рисунке 2. Слои были выделены разными цветами, чтобы показать, как они упо-

рядочены. Соответственно, нейронная сеть состоит из следующих слоев: 

1. Слой Conv2D [19] с 32 фильтрами размером 3x3 и функцией активации 

ReLU, который обрабатывает входное изображение размером m x n x 3 (3 соответ-

ствует RGB-каналам изображения), где m — ширина изображения, а n — его вы-

сота. Этот слой выполняет первичное извлечение признаков из входного изобра-

жения. 

2. Слой MaxPooling2D [20] с размером фильтра 2x2, который уменьшает раз-

мерность выходных данных в два раза. Это позволяет уменьшить количество па-

раметров, которые необходимо обучить, и избежать переобучения модели. 

3. Последовательность из двух слоев Conv2D и MaxPooling2D, аналогичных 

первым двум, но с большим количеством фильтров (64 и 128 соответственно). Эти 

слои выполняют более сложное извлечение признаков из входного изображения. 

4. Еще один слой Conv2D с 128 фильтрами размером 3x3 и функцией акти-

вации ReLU, за которым следует слой MaxPooling2D с размером фильтра 2x2. Эти 

слои позволяют еще более точно извлечь признаки из изображения. 

5. Слой Flatten [21], который преобразует выходные данные из последнего 

слоя в одномерный массив. 

6. Полносвязный слой Dense [22] с 512 нейронами и функцией активации 

ReLU, который выполняет обработку извлеченных признаков и уменьшение их 

размерности до 512. 

7. Слой Dropout [23], который помогает предотвратить переобучение мо-

дели, выбрасывая случайно выбранные нейроны во время обучения. 

8. Полносвязный слой Dense с 5 нейронами и функцией активации softmax 

[24], который генерирует вероятности принадлежности изображения к каждому 

из 5 классов. Это позволяет модели выбрать наиболее подходящий класс для дан-

ного изображения. 

Далее было проведено обучение нейронной сети. Для ясности введем не-

сколько терминов:  
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1. Точность — это показатель того, насколько хорошо работает модель 

классификации. Обычно она выражается в процентах и представляет собой коли-

чество правильных прогнозов из общего числа. Точность является бинарной, то 

есть она может быть истинной или ложной только для конкретной выборки. Это 

значение часто строится и отслеживается во время обучения, и иногда оно ис-

пользуется для оценки общей точности модели. Точность легче понять, чем по-

тери, что является еще одним показателем производительности модели. 

2. Функция потерь, также известная как функция затрат, используется 

для измерения точности прогнозов модели. Она учитывает вероятность или не-

определенность прогноза в зависимости от того, насколько близок прогноз к ис-

тинному значению. Это позволяет нам получить более детальное представление 

о том, насколько хорошо работает модель. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ С РАЗРАБОТАННОЙ 

НЕЙРОННОЙ СЕТЬЮ 

Ниже приведены результаты обучения нейронной сети, которое состояло 

из 10 эпох. После обучения были получены значения точности обучения и функ-

ции потерь, которые отображены на рисунке 3. 
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(а) 

 
(б) 

Рис. 3. Графики точности и потерь для разработанной нейронной сети. 

Из графика точности (рис. 3 а) видно, что нейронная сеть на первом этапе 

обучения показывает результаты, близкие к истинным значениям. Далее положи-

тельные результаты заметно снижаются, и на графике видно, как в процессе обу-

чения нейронная сеть деградирует. На графике потерь (рис. 3 б) отражена анало-

гичная ситуация. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ С НЕЙРОННОЙ СЕТЬЮ 

VGG16 

VGG16 по сравнению с разработанной моделью имеет большее количество 

слоев для выявления признаков изображений, что положительно сказывается на 

показателях точности модели, как показано на рис. 4 а. 
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(а) 

 
(б) 

Рис. 4. Графики точности и потерь для VGG16. 

Постепенное обучение модели показано на первых этапах обучения – тогда, 

когда линии на графике точности пересекались, а после стали расходиться. Если 

бы графики все время пересекались, то это бы говорило о том, что обучаемая сеть 

переобучилась. Переобучение возникает тогда, когда обучение начинает проис-

ходить от различных шумов в данных или объем данных для обучения слишком 

мал. Далее, модель не может классифицировать тестовые данные верно, так как 

она обучена на слишком большом количестве ложных параметров. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ С НЕЙРОННОЙ СЕТЬЮ 

RESNET 50 
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(а) 

 
(б) 

Рис. 5. Графики точности и потерь для ResNet 50. 

ResNet 50 – альтернатива для VGG 16, с большим количеством слоев. Слои 

в этой нейронной сети следуют правилу: количество фильтров на каждом уровне 

равно количеству выходных данных модели, что влияет на ее производитель-

ность. Признаки с изображений считываются в большем объеме, что влияет на 

показатели обучения сети в положительную сторону. Такую модель можно при-

менять для классификации изображений с большим количеством объектов на 

них. В случае, если изображения содержат мало объектов для считывания при-

знаков о них, можно получить переобученную модель уже на первых трех десят-

ках эпох ее обучения, как это показано на рисунках 5(а) и 5(б). 

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  
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После обучения нейронных сетей был выбран набор данных для тестирова-

ния функции распознавания изображений. Результаты представлены на рисун-

ках 6 и 7. 

 

Рис. 6. Результаты эксперимента по классификации для модели ResNet 50. 

Приведенная матрица на оси ординат показывает те значения, которые яв-

ляются истинными, а на оси абсцисс – те, которые были предсказаны. Здесь 

наглядно видно результат переобучения. Нейронная сеть ни разу не ошиблась, 

что говорит о её переобучении. 
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Рис. 7. Результаты эксперимента по классификации для модели VGG16.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Машинное обучение позволяет решать задачи классификации изображе-

ний как с использованием самостоятельно разработанной модели нейронной 

сети, так и с использованием известных решений для этих задач. Вычислительные 

эксперименты показали, что с задачей лучше всего справилась модель VGG 16 – 

модель не переобучилась и показала результаты лучше своего аналога ResNet 50. 

В подготовленном наборе данных присутствовали изображения, в которых нет 

шумов и объектов, не относящихся к данным для обучения. Так, было опреде-

лено, что для решения задач классификации изображений необязательно исполь-

зовать такие большие модели, как ResNet 50, и был сделан вывод, что для эффек-

тивного обучения и получения результатов необходимо иметь хорошо подготов-

ленный набор данных для решения специфичной задачи машинного обучения. 
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Аннотация  

Рассмаотрены некоторые подходы к преподаванию многомерной геомет-

рии на факультативных занятиях, направленные на развитие у школьников и сту-

дентов многомерной геометрической интуиции. Особое внимание уделено ис-

пользованию групп преобразований при исследовании геометрии правильных 

многогранников. 

Ключевые слова: Трехмерная сфера, многомерная геометрия, четырехмер-

ная геометрия, четырехмерный куб, четырехмерный правильный многогранник, 

24-ячейка.  

МНОГОМЕРНОЕ ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО  

Прямоугольная система координат Oxyz в трехмерном геометрическом 

пространстве E3 задается точкой O и тройкой единичных взаимно ортогональных 

(перпендикулярных) векторов i, j, k. Набор (O; i,j,k) называется ортонормирован-

ным репером. Координатами вектора a из E3 по отношению к реперу (O; i,j,k) яв-

ляются коэффициенты {ax, ay, az} разложения 

a=axi+ayj+azk 

вектора a по векторам репера. Координатами точки A являются координаты 

(xA,yA,zA) ее радиус-вектора rA=OA : 

rA=xAi+yAj+zAk. 

Вектор AB  можно представить в виде 

AB = AO +OB =rB−rA, 

поэтому координатами вектора AB  являются разности координат точек B и A. Ска-

лярное произведение векторов (a, b) вычисляется по формуле 

(a,b)=axbx+ayby+azbz. 

mailto:Vadim.Shurygin@kpfu.ru,
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Модуль вектора a и угол φ между векторами a и b вычисляются по формулам 

    |a|= ),( aa ,     cos φ=
||||

),(

ba

ba
, (1) 

расстояние d(A,B) между точками A и B вычисляется по формуле 

 d(A,B)=| AB |. (2) 

Евклидово n-мерное пространство устроено аналогично трехмерному ев-

клидову пространству. Приведем некоторые необходимые определения, относя-

щиеся к строению этого пространства.  

Множество точек этого пространства обозначается символом En, а множе-

ство векторов символом En. Для векторов из En определены операции сложения a 

+ b и умножения вектора на вещественное число λa, в частности, можно образо-

вывать линейные комбинации 

 λ1a1+λ2a2+…+λmam (3) 

векторов a1, a2,…,am. Линейная комбинация, все коэффициенты которой равны 

нулю, является нулевым вектором. Такая линейная комбинация называется три-

виальной. Если нулевому вектору равна только тривиальная линейная комбина-

ция векторов a1, a2,…, am, эти векторы называются линейно независимыми, при 

этом никакой из этих векторов нельзя представить в виде линейной комбинации 

других. В противном случае векторы a1, a2,…,am называются линейно зависимыми. 

Множество En с операциями сложения векторов и умножения вектора на число 

является векторным пространством размерности n, то есть любые n+1 векторов в 

En являются линейно зависимыми, и имеется набор {ei}, i=1,…,n, состоящий из ли-

нейно независимых векторов. Такой набор {ei}, i=1,…,n, называется базисом в En. 

Всякий вектор a из En можно представить в виде линейной комбинации 

 a=a1e1+a2e2+…+anen (4) 

векторов базиса. Коэффициенты a1, a2,…,an разложения (4) называются координа-

тами вектора a. 

В пространстве En определена операция скалярного произведения векто-

ров, то есть билинейное соответствие (билинейная форма) 

g: En×En∋{a, b}→(a,b)∈R, 

относящее двум векторам вещественное число, такое что соответствие 

En∋a→(a, a)∈R 

является положительно определенной квадратичной формой. Таким образом, 
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скалярный квадрат a2 =(a, a) всякого ненулевого вектора является положительным 

числом. Число |a|= ),( aa  называется модулем или длиной вектора a. 

Если (a, b)=0, векторы a и b называются ортогональными. 

Базис {ei}, i=1,…,n, в En называется ортонормированным, если он состоит из 

взаимно ортогональных векторов единичной длины. 

В координатах в En, определяемых ортонормированным базисом, скаляр-

ное произведение векторов вычисляется по формуле 

(a, b)=a1b1+a2b2+…+anbn. 

При этом модуль вектора a и угол φ между векторами a и b вычисляются по фор-

мулам (1). 

Имеют место соотношения между точками и векторами, аналогичные соот-

ношениям в E3: двум точкам A и B пространства En однозначно относится вектор 

AB∈En, а точке A∈En и вектору v∈En соответствует единственная точка B∈En, 

такая что v= AB , и при этом выполняется равенство треугольника AB +BC = AC . 

Расстояние d(A,B) между точками A и B в En определяется формулой (2). 

Набор (O,{ei}), состоящий из точки O∈En и ортонормированного базиса {ei} 

пространства En, называется ортонормированным репером в En. Координатами 

точки A в системе координат, определяемой ортонормированным репером (та-

кая система координат называется прямоугольной), являются координаты ее ра-

диус-вектора rA=OA: 

rA=xA
1e1+xA

2e2+…+xA
nen. 

Все евклидовы n-мерные пространства изоморфны (эквивалентны). Изо-

морфизм (эквивалентность) пространств En и E′n осуществляется выбором в них 

некоторых ортонормированных реперов (O, {ei}) и (O', {e'i}) и установлением соот-

ветствия между точками, имеющими одинаковые координаты. Евклидово про-

странство Rn, точки и векторы которого представляют собой наборы из n чисел (xi) 

и {ai}, i=1,…,n, называется стандартным n-мерным евклидовым пространством. 

В векторном пространстве En подпространство Lm размерности m задается 

набором из m линейно независимых векторов a1, a2, …, am и состоит из всех век-

торов, представимых в виде линейных комбинаций (3). Векторы x∈En, ортого-

нальные всем векторам a1, a2,…,am, являются решениями системы уравнений 

(a1, x)=0, (a2, x)=0,…,(am, x)=0, 
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и образуют подпространство Lm
┴ размерности n−m, называемое ортогональным 

дополнением подпространства Lm. Если bα, α=1,…,n−m, – линейно независимые 

решения этой системы, то подпространство Lm может быть задано также следую-

щей системой уравнений: 

 (b1, x)=0,  (b2, x)=0,…,(bn−m, x)=0, (5) 

или, в координатах, системой линейных однородных уравнений 

 bα
1x1+bα

2x2+… +bα
nxn=0,   α=1,…,n−m. (6) 

Плоскость πm размерности m (m-плоскость) в пространстве En определяется 

принадлежащей ей точкой M0 и m-мерным направляющим подпространством Lm  

и состоит из точек M, удовлетворяющих соотношению 

 MM0 ∈Lm⇔r−r0∈Lm, (7) 

где r=OM  и r0= 0OM  — радиус-векторы точек M и M0. Если (xi) — координаты точки 

M, а (x0
i) — координаты точки M0, то из (6) следует, что m-плоскость πm задается 

системой линейных уравнений 

bα
1x1+bα

2x2+…+bα
nxn=bα,  α=1,…,n−m, 

где bα=bα
1x0

1+bα
2x0

2+…+bα
nx0

n. 

Задача. Убедиться, что всякая m-плоскость является евклидовым простран-

ством размерности m. 

Плоскость πn−1 размерности n−1 в пространстве En называется гиперплоско-

стью. Всякий вектор из одномерного ортогонального дополнения направляю-

щего подпространства гиперплоскости πn−1 называется нормальным вектором 

этой гиперплоскости. Из изложенного выше следует, что гиперплоскость с нор-

мальным вектором a, проходящая через точку M0 с радиус-вектором r0, имеет 

уравнение 

 (a, r−r0)=0 ⇔ a1x1+a2x2+…+anxn+a=0, (8) 

где a=−(a1x0
1+a2x0

2+…+anx0
n). Имеет место не зависящая от размерности простран-

ства формула расстояния от точки M1(r1) до гиперплоскости (8) 

 dist(M1,π)=
||

|),(|

a

rra 01  , (9) 

которая в координатах принимает вид (см., например, [13], с. 61) 

dist(M1,π)= 22221

1
2
1

21
1

1

)()()(

|
n

nn

aaa

axaxaxa





...

...|
. 
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Гиперплоскость (8) выделяет в пространстве En два замкнутых полупро-

странства, определяемых соответственно неравенствами  

 (a, r−r0)≤0 и (a, r−r0)≥0. (10) 

Гиперплоскость (8) входит в каждое из полупространств (10) и ограничивает 

его; если ее удалить из полупространства, получится открытое полупространство, 

состоящее из точек, лежащих (строго) по одну сторону от гиперплоскости. 

Плоскость l размерности один называется прямой. Направляющее подпро-

странство L1 прямой l задается любым ненулевым вектором a∈L1, называемым 

направляющим вектором прямой l. Условие (7) в случае прямой принимает вид 

MM0  || a⇔r−r0=ta, 

поэтому прямая в En с направляющим вектором a, проходящая через точку M0, 

определяется параметрическим уравнением 

 r=r0+ta, t∈R. (11) 

В частности, уравнение прямой, проходящей через две точки A и B, имеет вид 

 r=rA+t AB ,   t∈R. (12) 

Подмножество [A,B] прямой (12), состоящее из точек, для которых t∈[0;1], 

называется (замкнутым) отрезком с концами A и B или отрезком, соединяющим 

точки A и B. 

В координатах уравнение (11) принимает вид 

xi=x0
i +tai,   i=1,…,n,   t∈R. 

ШАР И КУБ 

Естественные объекты, имеющиеся в евклидовом пространстве любой раз-

мерности, это шар и куб. 

Шаром, точнее, замкнутым шаром, в En радиуса a>0 с центром в точке M0 

называется подмножество 

B[M0,a]={M∈En | d(M0,M)≤a}, 

состоящее из точек, удаленных от точки M0 на расстояние не большее a. Множе-

ство точек, удаленных от точки M0 на расстояние, равное a, называется сферой. 

Сфера является границей шара. 

Если в En выбрана прямоугольная система координат с началом в точке M0, 
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то шар и сфера задаются соответственно следующими неравенством и уравне-

нием: 

(x1)2+(x2)2+…+(xn)2≤a2  и  (x1)2+(x2)2+…+(xn+1)2=a2. 

Сфера с уравнением 

(x1)2+(x2)2+…+(xn)2=1 

в пространстве Rn+1 называется стандартной n-мерной сферой (n-сферой) и обо-

значается Sn. 

Куб размерности n (n-куб) с длиной ребра, равной a, представляет собой 

подмножество в евклидовом пространстве En, определяемое в некоторой прямо-

угольной системе координат системой неравенств 

0≤x ≤a,    i=1,…,n. 

Все n-мерные кубы подобны, поэтому для изучения их геометрии можно рассмат-

ривать куб Cn, заданный системой неравенств 

 0≤x ≤1,    i=1,…,n. (13) 

Куб, заданный системой неравенств 

 −1≤xi≤1,    i=1,…,n (14) 

в пространстве Rn, называется стандартным n-мерным кубом. Он симметричен 

относительно начала координат и координатных плоскостей всех размерностей. 

Если из n неравенств в системе неравенств (13), определяющих куб Cn, вы-

брать некоторые m, а остальные положить равными нулю или единице, то полу-

чится m-куб, лежащий в соответствующей координатной плоскости или в плоско-

сти, параллельной координатной. Этот m-куб является m-гранью (гранью размер-

ности m) куба Cn. 

Задача. Показать, что число m-граней у n-куба равно 2n−mCn
m. 

Граница n-куба состоит из (n−1)-граней, число которых равно 2n. 

Из определения n-куба (13) следует, что он как множество является объеди-

нением (n−1)-кубов  

Cn−1(t)={x∈Cn | xn = t,  t∈[0;1]}, 

являющихся пересечениями куба Cn с плоскостями xn=t, то есть Cn заметается в 

пространстве En при движении (n−1)-куба Cn−1(t) в направлении n-ой координат-

ной оси при изменении n-ой координаты от 0 до 1. При этом (n−2)-грани 

куба Cn−1(t) в процессе движения заметают (n−1)-кубы, образующие вместе с (n−1)-
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кубами Cn−1(0) и Cn−1(1) границу куба Cn. На рис. 1 этот факт проиллюстрирован для 

случая n=3, а на рис. 2 изображена конструкция 4-куба. 

 

Рис. 1. 

 

Рис. 2. 

Замечание. Надо иметь в виду, что все рисунки многомерных объектов (как 

и трехмерных) представляют собой проекции некоторых многомерных конфигу-

раций на двумерную плоскость. 

Задача. Сдвигая 4-куб, заданный в координатной плоскости x5=0 простран-

ства E5, в направлении пятой координатной оси, получить изображение 5-куба, 
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аналогичное рис. 2 (удобнее построить изображение параллелепипеда, у кото-

рого ребра, направленные параллельно пятой координатной оси, имеют длину, 

большую длин ребер 4-куба). 

Уравнениями (каждым по отдельности) 

x1=0,  x1=1,  x2=0,  x2=1,  x3=0,  x3=1,  x4=0,  x4=1, 

задаются восемь 3-плоскостей, пересечения которых с 4-кубом дают восемь 3-ку-

бов, являющихся 3-гранями 4-куба. В совокупности эти 3-грани образуют границу 

4-куба в E4 или его поверхность. У каждых двух 3-граней, за исключение противо-

положных, лежащих в параллельных 3-плоскостях, имеется общая 2-грань (квад-

рат), по которой эти 3-грани соединяются. Например, грани x1=0 и x4=1 соединены 

по общей 2-грани, определяемой системой уравнений x1=0, x4=1. Если в 3-кубе, 

расположенном в 4-мерном пространстве, зафиксировано положение 2-грани 

(квадрата), то 3-куб может вращаться вокруг этой грани, как квадрат в трехмерном 

пространстве может вращаться вокруг неподвижного ребра. Ребро, перпендику-

лярное зафиксированной грани, может вращаться вокруг своей вершины в 2-

плоскости, перпендикулярной этой грани. 

 

Рис. 3. 

Смежные 3-грани границы 4-куба можно вращать вокруг их общей 2-грани. 

Если границу 4-куба представить как набор из восьми 3-кубов, соединенных по 

некоторым граням, то, разъединяя часть соединенных граней (разрезая границу 

по некоторым 2-граням) и вращая кубы, составляющие границу таким образом, 

чтобы все они оказались в одной трехмерной плоскости, можно получить раз-

вертку границы 4-куба, представляющую собой многогранник в трехмерном про-

странстве.  
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Совокупность 3-граней и 2-граней можно рассматривать как граф, верши-

нами которого являются 3-грани, а ребрами — 2-грани, соединяющие соответ-

ствующие 3-грани. Тогда для получения развертки границы 4-куба, надо удалить 

такой набор ребер указанного графа, чтобы остался связный граф без циклов. 

Одна из разверток определяется, например, графом 

 

Рис. 4. 

Графу, изображенному на рис. 5,  

 

Рис. 5. 

соответствует развертка, приведенная на рис. 6.  

 

Рис. 6. 
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Если смотреть на трехмерный куб со стороны одной из его 2-граней, представляя 

его как тело в реальном (физическом) пространстве, то ребра, перпендикулярные 

этой 2-грани, будут восприниматься как лежащие на пересекающихся прямых. В 

проективной интерпретации точка пересечения этих прямых является несоб-

ственной точкой пространства E3, рассматриваемого как часть проективного про-

странства P3 (см., например, [12]). При этом трехмерный куб будет изображаться 

следующим рисунком, на котором две 2-грани куба изображаются квадратами, а 

четыре трапециями:  

 

Рис. 7. 

Аналогичным образом можно изобразить 4-куб, располагая его ребра, парал-

лельные 4-ой координатной оси, на пересекающихся прямых. При этом его 3-

грани будут изображаются двумя кубами и шестью усеченными пирамидами (см. 

рис. 8):  

 

Рис. 8. 

Рис. 8 позволяет наглядным образом продемонстрировать, как получается 
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развертка 4-куба, представленная на рис. 6: у всех граничных 3-кубов, изображен-

ных усеченными пирамидами, кроме одного, надо оставить не разрезанными 

только 2-грани, общие с большим (наружным) 3-кубом, а у одного оставить не 

разрезанной еще и общую 2-грань с малым (внутренним) 3-кубом, а потом «вы-

давить» (повернуть вокруг 2-граней наружного куба) все пирамиды и внутренний 

куб «наружу». 

Вращая (n−1)-грани n-куба вокруг (n−2)-граней, можно аналогично четырех-

мерному случаю получить развертку границы n-куба как некоторый многогранник 

в (n−1)-мерном пространстве. 

Задача. Описать развертки границы 5-куба и n-куба аналогичные развертке, 

соответствующей рис. 6. 

По определению, сферой S(M0,a) радиуса a>0 с центром в точке M0 с радиус-

вектором r0 в пространстве En называется подмножество в En, состоящее из точек, 

удаленных от точки M0 на расстояние a. Таким образом, сфера S(M0,a) определя-

ется уравнением 

    (r − r0)2=a2. (15) 

Задача. Все вершины стандартного n-куба (14) находятся на одинаковом 

расстоянии от начала координат — центра n-куба, поэтому вокруг этого n-куба 

можно описать сферу. Вычислить ее радиус. 

Задача. Использовав развертку, вычислить кратчайшее расстояние вдоль 

границы n-куба между двумя противоположными вершинами. 

Решение этой задачи, а также некоторые другие задачи из области много-

мерной геометрии, можно найти в материалах математической олимпиады [6]. 

МНОГОГРАННИКИ В En 

Куб является примером многогранника в пространстве En, более того, куб 

является правильным многогранником. Для аккуратного рассмотрения других 

многогранников в En необходимо сформулировать ряд определений. 

Открытым шаром в En радиуса a>0 с центром в точке M0 называется под-

множество  

B(M0,a)={M∈En | d(M0,M)<a}, 

состоящее из точек, удаленных от точки M0 на расстояние строго меньшее a. 

Сфера S(M0,a) является границей шара B(M0,a). 



Russian Digital Libraries Journal. 2024. Vol. 27. No. 3 
 
 

______________________________________________________________________ 
 

394 

Пусть S — подмножество в En. Точка M∈S называется внутренней точкой 

подмножества S, если в S содержится некоторый открытый шар с центром в точке 

M. Множество всех внутренних точек подмножества S называется внутренно-

стью подмножества S. 

Подмножество S⊂En называется ограниченным, если оно содержится в не-

котором открытом шаре B(M0,a) (можно при этом всегда указать такой шар с цен-

тром в начале координат). 

Подмножество S⊂En называется выпуклым, если вместе с каждыми двумя 

своими точками A, B∈S оно содержит весь отрезок [A, B]. Наименьшее выпуклое 

множество, содержащее данное подмножество S, называется его выпуклой обо-

лочкой. 

Выпуклым многогранником называется ограниченное подмножество S⊂En 

с непустой внутренностью, являющееся пересечением 

              
N

α
αRS

1

  (16) 

конечного числа замкнутых полупространств Rα. 

При рассмотрении выпуклого многогранника естественно предполагать, 

что среди полупространств Rα нет лишних. 

Задача. Показать, что выпуклый многогранник является выпуклым множе-

ством. 

Пересечение S∩Hα выпуклого многогранника S с гиперплоскостью Hα, огра-

ничивающей полупространство Rα из определения (16) этого многогранника, 

называется гранью или (n−1)-гранью многогранника S. 

Задача. Гиперплоскость Hα является евклидовым пространством размерно-

сти n−1. Убедиться, что грань S∩Hα является выпуклым многогранником в про-

странстве Hα. 

Поскольку грань многогранника S является выпуклым многогранником, то 

можно рассматривать ее грани. Грани (n−1)-граней многогранника S называются 

его (n−2)-гранями. По индукции определяются k-грани многогранника S как грани 

его (k+1)-граней. 0-грани многогранника S называются его вершинами, а 1-грани 

— его ребрами. 

Задача. Показать, что выпуклый многогранник является выпуклой оболоч-

кой множества своих вершин. 
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Далее под многогранником S всегда имеется в виду выпуклый многогран-

ник. 

Флагом n-мерного многогранника называется набор его k-граней по одной 

для каждого k=0, 1,…,n−1: 

F={Fk, k=0, 1,…, n−1}={F0, F1, …, Fn−1}, 

такой что Fk⊂Fk+1, то есть набор, состоящий из некоторой вершины F0, ребра F1, 

содержащего вершину F0, 2-грани F2, содержащей ребро F1, и так далее. 

Движением пространства En называется взаимно однозначное отображе-

ние φ: En∋M→M'∈En, которое устанавливает соответствие между точками, име-

ющими одинаковые координаты по отношению к двум ортонормированным ре-

перам (O,{ei}) и (O',{e'i}), то есть если OM =x1e1+x2e2+…+xnen, то M'O' =x1e'1+x2e'2+… 

+xne'n. 

Правильным многогранником в En называется выпуклый многогранник P, 

такой что для любых двух флагов F и F' существует движение φ пространства En, 

при котором многогранник P отображается на себя и флаг F отображается на флаг 

F'. Все такие движения называются симметриями ([8, с. 210]) правильного много-

гранника, они образуют группу, обозначаемую G(P). 

Задача. Показать, что для двух заданных флагов симметрия правильного 

многогранника P, при которой один флаг переходит в другой, единственна и, 

следовательно, число элементов в группе G(P) равно числу флагов. 

Задача. Показать, что число элементов в группе куба G(Cn) равно 2nn!. 

Задача. Используя результат предыдущей задачи, показать, что группа стан-

дартного куба состоит из всех отображений, порождаемых перестановками коор-

динатных осей и симметриями относительно координатных гиперплоскостей. 

Пусть Aα, α=1,…,m, — вершины правильного многогранника P и rα — радиус-

вектор вершины Aα по отношению к некоторому ортонормированному реперу. 

Точка C с радиус-вектором rC=(1/m)(r0+r1+…+rm) остается неподвижной при всех 

преобразованиях группы G(P). Она называется центром многогранника P. 

СИМПЛЕКС 

Выпуклая оболочка множества точек {A1,A2, …, An+1} в En, находящихся в об-

щем положении (то есть таких, что векторы { iAA1 }, i=2,…,n+1, линейно незави-

симы), называется симплексом (n-симплексом) с вершинами A1, A2,…, An+1. Если 
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все расстояния между вершинами симплекса равны, симплекс называется пра-

вильным. Правильный n-симплекс, вершина Ai которого расположена на i-ой ко-

ординатной оси (n+1)-мерного пространства En+1 и имеет радиус-вектор ei, зада-

ется следующей системой, состоящей из уравнения и неравенств: 

  x1+x2+…+xn+1=1,  x ≥0. (17) 

Этот симплекс расположен в гиперплоскости пространства En+1. Симплекс, задан-

ный в Rn+1 системой (17), называется стандартным n-симплексом.  

 

Рис. 9.  

Грани n-симплекса являются (n−1)-симплексами, а k-грани — k-симплек-

сами. В случае стандартного n-симплекса грань, противоположная вершине Ai, за-

дается уравнением xi=0. 

Грани n-симплекса, имеющие уравнения xi=0 и x =0, можно вращать вокруг 

их общей (n−2)-грани, задаваемой системой уравнений xi=0, x =0. Использовав 

это, можно построить развертки границы симплекса. Графу на рис. 10  

 

Рис. 10. 
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соответствует развертка границы 4-симплекса, изображенная на рис. 11.  

 

Рис. 11.  

Эта развертка аналогична развертке тетраэдра, изображенной на рис. 12.  

 

Рис. 12.  

Задача. Описать другие возможные развертки для границы 4-симплекса. 

Привести пример развертки границы n-симплекса. 

Задача. Подсчитать число элементов в группе симметрий правильного n-

симплекса. Показать, что для стандартного симплекса эта группа состоит из всех 

отображений, порождаемых перестановками координатных осей пространства 

Rn+1.  

ДВОЙСТВЕННЫЙ ПРАВИЛЬНЫЙ МНОГОГРАННИК 

Пусть P — правильный многогранник в En с вершинами Aα, α=1,…,m, которые 

заданы радиус-векторами aα относительно ортонормированного репера с нача-

лом в центре многогранника. Двойственным к P называется многогранник P*, 

представляющий собой следующее пересечение полупространств: 
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 ,
1

** 
m

RP





  *

R ={M(r) | (aα, r)≤1}. (18) 

Из определения (18) следует, что вершине Aα многогранника P соответ-

ствует грань (n−1)-грань) многогранника P*, лежащая в гиперплоскости *

H ={M(r) | 

(aα, r)=1}, нормальным вектором которой является радиус-вектор aα вершины Aα. 

Ребру [Aα Aβ] многогранника P при этом будет соответствовать (n−2)-грань много-

гранника P*, лежащая в пересечении *

H ∩ *

H . В общем случае k-грани F много-

гранника P, определенной k+1 вершинами, радиус-векторы которых 
1

a , 
2

a ,…, 
k

a  

линейно независимы, будет соответствовать (n−k−1)-грань F* многогранника P*, 

лежащая в пересечении 
1

1





k

u u
H *

 . 

Задача. Показать, что отношение двойственности правильных многогран-

ников — взаимное, то есть (P*)*=P. 

Задача. Показать, что группы G(P) и G(P*) симметрий многогранников P и P* 

совпадают. 

Задача. Показать, что выпуклая оболочка центров граней правильного мно-

гогранника P является правильным многогранником, подобным многограннику 

P*.  

КОКУБ 

Правильный многогранник, двойственный кубу, называется кокубом. Коку-

бом трехмерного пространства является октаэдр. Кокуб пространства Rn, двой-

ственный стандартному кубу (14), называется стандартным n-мерным кокубом. 

Стандартный кокуб задается неравенством 

|x1|+|x2|+…+|xn|≤1. 

Действительно, вершины стандартного куба имеют координаты 

      (±1, ±1, …, ±1), (19) 

следовательно, гиперплоскости, содержащие грани двойственного многогран-

ника, имеют уравнения 

 ±x1±x2±…±xn+1=1, (20) 

и вершинами кокуба оказываются центры граней куба, то есть точки 

      (±1, 0, 0, …, 0),   (0, ±1, 0, …, ±1,), …,   (0, 0, …, 0, ±1) (21) 

на координатных осях с координатами ±1. 
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Координатные гиперплоскости пространства En делят En на 2n координатных 

n-гранных углов. В каждом таком координатном угле находится одна из вершин 

(19) стандартного куба, обозначим эту вершину A, и координаты всякой точки, ле-

жащей внутри этого n-гранного угла, имеют такие же знаки, что и соответствую-

щие координаты вершины A. Например, координатный угол, определяемый си-

стемой неравенств xi≥0, i=1,…,n, содержит вершину куба (1, 1, …, 1). Гиперплос-

кость (20), соответствующая точке A, отрезает от координатного угла симплекс, 

одной из вершин которого является начало координат, а оставшимися верши-

нами — вершины (21) кокуба, координаты которых совпадают с соответствую-

щими координатами точки A. Этот симплекс составляет (1/2n)-ю часть кокуба. 

Грань симплекса, противоположная началу координат, является и гранью кокуба. 

Таким образом, все (n−1)-грани кокуба являются правильными (n−1)-симплек-

сами. Следовательно, и k-грани кокуба при любом k являются k-симплексами. В 

частности, грань кокуба, лежащая в координатном угле, определяемом системой 

неравенств xi≥0, i=1,…,n, является (n−1)-симплексом, определяемом системой  

x1+x2+…+xn=1,  xi≥0,  i=1,…,n. 

4-симплекс с вершинами O, A1, A2, A3, A4 на рисунке 9 представляет собой 

1/16 часть стандартного 4-кокуба, а 3-симплекс с вершинами A1, A2, A3, A4 (тетра-

эдр) является его гранью. Для того чтобы изобразить весь кокуб, на рис. 9 нужно 

добавить еще 15 граней – 3-симплексов, высекаемых 3-плоскостями (20) (при n=4) 

в координатных четырехгранных углах.  

 

Рис. 13. 
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На рис. 13 изображена часть стандартного 4-кокуба, расположенная в 1/4 

части пространства, определенной системой неравенств x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, ограничен-

ная четырьмя гранями – 3-симплексами A1A2A3A4, B1A2A3A4, B1B2A3A4, A1B2A3A4, где 

точки B1 и B2 – вершины кокуба с координатами (−1, 1, 1, 1) и (1, −1, 1, 1). Указан-

ные 3-симплексы соединены (последовательно) общими 2-гранями A2A3A4, 

B1A3A4, B2A3A4 и A1A3A4, выделенными на рисунке. Полностью, со всеми гранями, 

4-кокуб изображен на рис. 14. 

Линиями большей толщины на рис. 14 изображен октаэдр, расположенный 

в 3-плоскости Ox1x2x3. Кокуб представляет собой пару пирамид с вершинами в точ-

ках (0, 0, 0, 1) и (0, 0, 0, −1), надстроенных над этим октаэдром. 

 

 

Рис. 14.  

Задачи 

1) Вычислить число k-граней n-кокуба. 

2) Вычислить число элементов в группе кокуба, подсчитав число его флагов. 

3) Построить граф, образованный 3-гранями и 2-гранями 4-кокуба, и графы, 

соответствующие разверткам границы 4-кокуба, аналогично графам на рис. 4 и 5.  
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CЕЧЕНИЯ КУБА ГИПЕРПЛОСКОСТЯМИ, ОРТОГОНАЛЬНЫМИ ДИАГОНАЛИ КУБА 

Прямая, соединяющая противоположные вершины куба, называется его 

диагональю. Одной из диагоналей куба (13) является прямая OE, проходящая че-

рез начало координат O(0, 0, …, 0) и противоположную точку E(1, 1, …, 1). Направ-

ляющий вектор диагонали d =OE  имеет координаты {1, 1, …, 1}, поэтому гипер-

плоскость, ортогональная диагонали, имеет уравнение 

 x1+x2+…+xn=a. (22) 

При a<0 и a>n куб (13) и гиперплоскость (22) не имеют общих точек, при a=0 и a=n 

их общими точками являются вершины O и E соответственно. Если же 0<a<n, то 

пересечение куба (13) и гиперплоскости (22) является выпуклым (n−1)-мерным 

многогранником, лежащим в гиперплоскости (22). Обозначим его P(a). Какой вид 

может иметь многогранник P(a) при различных значениях a∈(0,n)? Куб лежит в 

координатном угле, где xi≥0, i=1,…,n, а пересечение гиперплоскости (22) с этим 

углом является правильным симплексом. Поэтому многогранник P(a) представ-

ляет собой правильный симплекс, от которого гранями куба (возможно) отрезаны 

некоторые части. При a<1 симплекс не может иметь общих точек с гранями xi=1, 

i=1,…,n, поэтому при a<1 многогранник P(a) – симплекс. При a=1 вершины куба, 

лежащие на осях, совпадут с вершинами симплекса, и поэтому P(1) – это стандарт-

ный симплекс. При 1<a<2 грани xi=1, i=1,…,n, отрежут от симплекса углы, поэтому 

в этом случае P(a) – симплекс с отрезанными углами. 

Задача. Показать, что сечение 4-куба, заданного системой неравенств 

0≤xi≤1, i=1, 2, 3, 4, 3-плоскостью x1+x2+x3+x4=2 представляет собой октаэдр (см. рис. 

15).  
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Рис. 15. 

Задача. Описать сечения n-куба (13) гиперплоскостью x1+x2+…+xn=m, где m 

– целое число. Показать, что все такие гиперплоскости делят диагональ n-куба на 

n равных частей. 

ЗВЕЗДА И СИМВОЛ ПРАВИЛЬНОГО МНОГОГРАННИКА 

Поворотом правильного многогранника P с помощью некоторого элемента 

группы G(P), оставляющим на месте его вершину A, можно совместить любые два 

ребра AB и AC, выходящие из этой вершины. Отсюда следует, что ребра, выходя-

щие из вершины A, образуют равные углы с отрезком AO, соединяющим вершину 

A с центром многогранника, а все вершины многогранника, имеющие общее 

ребро с вершиной A, лежат в гиперплоскости π с уравнением (r−rB,rA)=0, где центр 

O является началом координат, а B – некоторая вершина, соединенная с A реб-

ром. 

Задача. Доказать, что пересечение stA(P)=π∩P – правильный (n−1)-мерный 

многогранник. 

Многогранник stA(P) называется звездой многогранника P с вершиной A. 

Очевидно, что все звезды многогранника P эквивалентны и могут быть переве-

дены преобразованием из группы G(P) одна в другую. 

Символ (a1, a2,…,an−1) правильного многогранника P ([3], с. 496) представляет 

собой набор целых чисел, где a1 – число сторон в двумерной грани многогранника 
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P, а набор (a2,…,an−1) – символ звезды stA(P). Правильный многогранник определя-

ется своим символом с точностью до подобия. 

Задачи. 

1) Выписать символы трехмерных правильных многогранников. 

2) Показать, что символы n-мерных симплекса, куба и кокуба имеют соот-

ветственно вид (3, …, 3), (4, 3, …, 3) и (3, …, 3, 4). 

При n>4 других правильных многогранников, кроме симплекса, куба и ко-

куба, нет ([3], с. 498), но в размерности 4 имеются еще три многогранника с сим-

волами (3, 4, 3), (3, 3, 5) и (5, 3, 3). Ниже будет рассмотрен многогранник (3, 4, 3). 

У этого многогранника 24 вершины и 24 грани, одно из его названий – 24-ячейка. 

Двойственный к (3, 4, 3) многогранник совпадает с (3, 4, 3) с точностью до подо-

бия. У многогранника (3, 3, 5) 600 граней и 120 вершин, а у двойственного много-

гранника (5, 3, 3) – 120 граней и 600 вершин ([5], с. 574). 

24-ЯЧЕЙКА (МНОГОГРАННИК (3, 4, 3)) 

Стандартный правильный многогранник с символом (3, 4, 3) представляет 

собой выпуклую оболочку объединения стандартного куба −1≤xi≤1, i=1, 2, 3, 4, и 

кокуба, заданного неравенством |x1|+|x2|+|x3|+|x4|≤2, или выпуклую оболочку 

24 точек: 16-ти вершин куба (±1, ±1, ±1, ±1) и 8-ми вершин кокуба (±2, 0, 0, 0), 

(0, ±2, 0, 0), (0, 0, ±2, 0), (0, 0, 0, ±2). Покажем, что многогранник P, представляющий 

собой выпуклую оболочку вышеуказанных 24 точек, является правильным и 

имеет символ (3, 4, 3).  
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Рис. 16. 

Рассмотрим вершину кокуба A(2, 0, 0, 0). Ближайшими к ней вершинами 

многогранника P являются вершины грани x1=1 куба, которая, таким образом, яв-

ляется звездой вершины A. Грань, содержащая вершину A (3-грань), содержит 

кроме нее еще некоторую 2-грань звезды, например, 2-грань BCB'C' (x1=1, x3=−1), 

выделенную на рис. 16. Легко проверить, что 3-плоскость, содержащая точку A и 

квадрат BCB'C', содержит и вершину кокуба A' с координатами (0, 0, −2, 0) и что 

многогранник ABCB'C'A' – октаэдр. Поэтому флаги при вершине A (и при всех вер-

шинах кокуба) – это октаэдры с их гранями. Преобразования из общей для куба и 

кокуба группы переводят флаги при вершинах кокуба снова в флаги при вершинах 

кокуба. Рассмотрим теперь ребро AD, где D – вершина куба с координатами 

(1, 1, 1, 1), и 3-плоскость π, проходящую через середину (3/2, 1/2, 1/2, 1/2) ребра 

AD перпендикулярно AD. Эта плоскость π имеет уравнение 

 −(x1−3/2)+(x2−1/2)+(x3−1/2)+(x4−1/2) ⇔ −x1+x2+x3+x4=0. (23) 

Легко проверить, что многогранник P при симметрии σ относительно π переходит 

в себя. А именно, симметричными являются следующие 8 пар его вершин, в кото-

рых одна вершина является вершиной кокуба: 

 (2, 0, 0, 0) ↔ (1, 1, 1, 1),        (−2, 0, 0, 0) ↔ (−1, −1, −1, −1), 
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(0, 2, 0, 0) ↔ (1, 1, −1, −1),    (0, −2, 0, 0) ↔ (−1, −1, 1, 1), 

(0, 0, 2, 0) ↔ (1, −1, 1, −1),    (0, 0, −2, 0) ↔ (−1, 1, −1, 1), 

(0, 0, 0, 2) ↔ (1, −1, −1, 1),    (0, 0, 0, −2) ↔ (−1, 1, 1, −1), 

симметричны две вершины куба (1, −1, −1, −1) ↔ (−1, 1, 1, 1), а остальные 6 вер-

шин куба (1, 1, 1, −1), (1, 1, −1, 1), (1, −1, 1, 1), (−1, 1, −1, −1), (−1, −1, 1, −1) и (−1, −1, 

−1, 1) лежат в плоскости π. Таким образом, группа преобразований, порождаемая 

преобразованиями из группы куба и преобразованием σ, транзитивно действует 

на множестве флагов многогранника P, и многогранник P имеет символ (3, 4, 3).  

Задача. Показать, что числа ребер, 2-граней и 3-граней многогранника 

(3, 4, 3) равны 96, 96 и 24 соответственно. 

Число элементов в группе правильного многогранника можно вычислить 

как произведение числа его вершин на число элементов в группе звезды. Отсюда 

следует, что группа многогранника (3, 4, 3) состоит из 24×48=1152 элементов. 

Задача. Вычислить это же число 1152 как число флагов многогранника 

(3, 4, 3). 

Задача. Две 3-грани ABCB'C'A' и ADEB'C'A'' на рис. 16 имеют общую 2-грань 

AB'C'. Показать, что векторы с началом в центре многогранника и концами в цен-

трах 3-граней ABCB'C'A' и ADEB'C'A'' имеют координаты {1,0,−1,0} и {1,1,0,0} соот-

ветственно, что позволяет вычислить двугранный угол при 2-грани AB'C', равный 

120º. 

В размерности три можно рассмотреть многогранник с 14 вершинами 

(±1, ±1, ±1), (±2, 0, 0), (0, ±2, 0), (0, 0, ±2), определенный аналогично (3, 4, 3) как 

выпуклая оболочка куба −1≤xi≤1, i=1, 2, 3, и октаэдра |x1|+|x2|+|x3|≤2. Этот мно-

гогранник называется ромбододекаэдром ([5, с. 578]). 

Задача. Проверить, что ромбододекаэдр имеет 12 граней, каждая из кото-

рых является ромбом с острым углом arccos(1/3), в вершинах куба сходится по три 

грани, а в вершинах октаэдра сходится по четыре грани ромбододекаэдра, ребра 

куба являются диагоналями граней ромбододекаэдра (см. Рис. 17, на котором 

изображена часть граней ромбододекаэдра).  
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Рис. 17. 

Задача. Проверить, что сечения стандартной 24-ячейки координатными 3-

плоскостями являются ромбододекаэдрами. 

Задача. Вычислив координаты пересечения ребер стандартной 24-ячейки с 

3-плоскостью (23), показать, что сечение 24-ячейки 3-плоскостью (23) является 

ромбододекаэдром. 

Задача. Показать, что выпуклая оболочка 24 точек с координатами  

(±1, ±1, 0, 0),   (±1, 0, ±1, 0),   (±1, 0, 0, ±1), 

(0, ±1, ±1,0),   (0, ±1, 0, ±1),   (0, 0, ±1, ±1) 

является 24-ячейкой. Указание: рассмотреть систему координат, направляющими 

векторами координатных осей которой являются векторы 

e1={1, 1, 0, 0},  e2={1, −1, 0, 0},  e3={0, 0, 1, 1},  e4={0, 0, 1, −1}. 

СФЕРЫ В ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Сфера S(M0, a) радиуса a с центром в точке M0 в En задается уравнением (15). 

В прямоугольной системе координат уравнение (15) принимает вид  

(x1−x0
1)2+(x2−x0

2)2+…+(xn−x0
n)2=a2. 

Подмножество Sn в Rn+1, заданное уравнением 

(x1)2+(x2)2+…+(xn+1)2=1, 

называется стандартной n-мерной сферой.  
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Рис. 18. 

На рис. 18 изображена трехмерная сфера. Плоскости Ox1x2 и Ox3x4 имеют 

только одну общую точку — начало координат, большие окружности сферы, ле-

жащие в этих плоскостях, не пересекаются. 

Задача. Векторное пространство R2n можно снабдить структурой комплекс-

ного пространства Cn (например, полагая zi=xi+ 1 xi+n). Использовав то, что n-

мерное комплексное векторное пространство является объединением одномер-

ных векторных пространств, имеющих нуль единственным общим вектором, по-

казать, что нечетномерная сфера S2n−1 (в частности, S3) является объединением не-

пересекающихся окружностей. 

В уравнении (15) размерность сферы не присутствует, поэтому многие фор-

мулы для n-мерной сферы не отличаются от аналогичных формул для двумерной 

сферы или окружности. Например, уравнение касательной (гипер)-плоскости к 

сфере (15) в ее точке M1(r1) имеет вид  

(r−r1, r1−r0)=0  ⇔  (r−r0, r1−r0)=a2. 

Задача. Вычислить радиусы сфер, описанных около рассмотренных выше 

стандартных правильных многогранников. 

Задача. Показать, что для всякого правильного многогранника существует 

сфера с центром в центре многогранника, касающаяся всех его граней в центре 

этих граней. Эта сфера называется сферой, вписанной в правильный многогран-

ник. Использовав формулу (9), вычислить радиусы сфер, вписанных в рассмотрен-

ные выше стандартные правильные многогранники.  
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СФЕРА S3 КАК ДВА ПОЛНОТОРИЯ С ОБЩЕЙ ГРАНИЦЕЙ 

Топологически, то есть с точностью до взаимно однозначного и взаимно не-

прерывного соответствия, n-мерная сфера Sn эквивалентна границе (n+1)-мерного 

куба и границе (n+1)-мерного симплекса (и вообще границе любого выпуклого 

многогранника в En+1). Взаимно однозначное и взаимно непрерывное соответ-

ствие называется гомеоморфизмом. Гомеоморфизм между кубом или симплек-

сом и описанной сферой можно осуществить, устанавливая соответствие между 

точками, лежащими на одном луче, выходящем из общего центра. На рис. 19 та-

кие гомеоморфизмы изображены для случая размерности n+1=2.  

 

Рис. 19. 

Стандартную трехмерную сферу S3, заданную уравнением 

 (x1)2+(x2)2+(x3)2+(x4)2=1 (24) 

в пространстве R4, можно представить как объединение двух подмножеств 

 P={(x1, x2, x3, x4)∈S3 | (x1)2+(x2)2≤1/2}, (25) 

 Q={(x1, x2, x3, x4)∈S3 | (x3)2+(x4)2≤1/2}, (26) 

имеющих общую границу, определяемую системой уравнений  

 (x1)2+(x2)2=1/2,   (x3)2+(x4)2=1/2. (27) 

Системой уравнений (27) в R4 определяется двумерная поверхность T, называе-

мая тором. Если пространство R4 рассматривать как произведение двух двумер-

ных пространств R2×R2, то тор T представляет собой произведение S1×S1 двух 

окружностей. Топологически тор T эквивалентен поверхности бублика, то есть по-

верхности в трехмерном пространстве, получаемой вращением окружности во-

круг прямой, лежащей с окружностью в одной плоскости и не пересекающей 

окружность. Тор T расположен на трехмерной сфере S3 и делит сферу S3 на два 
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подмножества P и Q, каждое из которых топологически представляет собой пол-

ноторие (заполненный тор). 

Понятно, что в любом евклидовом пространстве E4 в произвольной прямо-

угольной системе координат сфера единичного радиуса с центром в начале коор-

динат будет иметь уравнение (24) и будет представляться в виде объединения 

двух полноторий (25) и (26). Таким образом, представить трехмерную сферу в 

виде объединения двух полноторий с общей границей можно многими спосо-

бами. Поскольку трехмерная сфера гомеоморфна границе любого четырехмер-

ного куба, то указанные полнотория (точнее, их образы при гомеоморфизме) 

можно отыскать на границе куба. 

Задача. Убедиться, что объединения (последовательно идущих) трехмер-

ных граней 4-куба на рисунке 2, определяемых соответственно уравнениями x1=1, 

x2=1, x1=0, x2=0 и x4=0, x3=0, x4=1, x3=1, представляют собой пару полноторий с об-

щей границей. На развертке, изображенной на рисунке 6, четыре выстроенных в 

линию куба принадлежат одному полноторию, а четыре, окружающие централь-

ный куб x2=1, принадлежат второму. 

Задача. Найти пару взаимно дополнительных полноторий на рис. 8. 

Другие темы из области многомерной геометрии, а также задачи, можно 

найти в приведенной ниже литературе. 
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