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Аннотация 

Построена вычислительная схема приближенного решения интегрального 

уравнения с дробным интегралом Грюнвальда – Летникова, основанная на ме-

тоде наименьших квадратов. Особенностью вычислительной схемы является ис-

пользование нейронной сети при вычислении коэффициентов для метода 

наименьших квадратов. Актуальность исследования обусловлена тем, что в 

настоящее время искусственный интеллект все чаще применяется для решения 

многих практических задач, связанных с различными физическими процессами. 

Найдена оценка сходимости приближенных решений к точному решению. Рас-

смотрены возможные пути дальнейшего применения искусственного интел-

лекта для решения физических задач. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Сегодня большой интерес вызывает использование искусственного интел-

лекта (ИИ) для решения ряда прикладных задач [1], например, в области эконо-

мики [2, 3] и других научных областях [4, 5]. В частности, использование ИИ дает 

широкие возможности решения экономических задач, связанных с цифровиза-

цией и, как следствие, с визуализацией, анализом данных, а также с получением 
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аналитических выкладок по прогнозированию и выработке стратегий. Суще-

ствуют работы, посвященные успешному применению ИИ для решения таких за-

дач. Так, в [3] отмечено, что традиционные компании, реализующие технологии 

с использованием ИИ, превращаются в компании с цифровым мышлением, иду-

щие по пути цифровой трансформации с учетом современных аспектов приме-

нения информационных технологий. Действительно, внедрению цифровых тех-

нологий в последнее время отводится важное значение: мир цифровизации вхо-

дит во все большие сферы нашей жизни; ИИ активно применяется в робототех-

нике (роботы заменяют монотонный труд на конвейере), создании систем ими-

тационного моделирования, активно применяемых, например, при обучении 

медиков и подготовке управленческого персонала. Кроме того, представляет ин-

терес использования ИИ для решения математических задач при моделирова-

нии физических процессов. За последние годы наблюдается рост научных пуб-

ликаций в этой сфере. В работе [6] рассмотрены аспекты построения когнитив-

ных моделей на основе ИИ, определены особенности применения нейронных 

сетей. Особенности методов ИИ описаны в [7], где указаны достоинства и недо-

статки каждого рассматриваемого метода и сферы их применения. Использова-

нию ИИ для решения прикладных задач посвящены научные конференции и фо-

румы (см., например, [8]), где ученые обсуждают перспективы развития ИИ и 

расширения его применения для широкого класса прикладных задач. В том 

числе исследователи начинают использовать ИИ для численного моделирова-

ния физических процессов. Очевидно, что для изучения физического процесса 

необходимо либо проверить его на реальной модели, проведя физический экс-

перимент, либо получить решение математическими методами.  

Для математического описания и построения некоторых математических 

моделей применяют операторы дифференциального и интегрального исчисле-

ний дробных степеней. Как правило, дифференциальные и интегральные урав-

нения, описывающие реальный физический процесс, точно не решаются. По-

этому необходимо подобрать численный метод для приближенного решения, 

обеспечивающий хорошую сходимость приближенных решений к точному. 

Кроме того, для возможности применения численного метода необходимо ис-
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следовать уравнение на существование решения и обосновать применение со-

ответствующего приближенного метода. Несмотря на многочисленные опубли-

кованные результаты исследований по применению приближенных методов 

к решению интегральных и дифференциальных уравнений, в том числе с дроб-

ным порядком (см., например, статьи [9, 10] и монографию [11]), остаются нере-

шенными задачи использования этих уравнений при моделировании конкрет-

ных физических процессов. Отметим также, что в настоящее время с развитием 

цифровых технологий [12], а также с совершенствованием технических возмож-

ностей растет потребность в расширении сферы использования ИИ. В последние 

годы наблюдается большой интерес к применению искусственных нейронных 

сетей в таких областях, как классические и неклассические задачи математиче-

ской физики.  

Использование нейронных сетей для аппроксимации функций, интегра-

лов, дробных производных и решения дифференциальных уравнений и систем 

таких уравнений в настоящее время пользуется популярностью у исследовате-

лей (например, [13]). Известен ряд работ, например [14–18], в которых нейрон-

ные сети используются для решения дифференциальных уравнений дробного 

порядка. В [16] построена искусственная нейронная сеть для решения диффе-

ренциальных уравнений дробного порядка с начальными условиями. В [19] 

также был применен нейросетевой метод решения краевой задачи для диффе-

ренциальных уравнений дробного порядка. Заметим, что ИИ обладает способ-

ностью самообучения, следовательно, с решением каждой задачи, в основе ко-

торой лежат интегро-дифференциальные уравнения, в том числе имеющие 

дробный порядок, можно минимизировать функцию ошибок, тем самым обес-

печив лучшую точность приближения. 

В настоящей работе предложен алгоритм численного решения интеграль-

ного уравнения с интегралом Грюнвальда – Летникова дробного порядка (см., 

например, формулу (20.46) в [20]) методом наименьших квадратов, коэффици-

енты которого определяются с помощью нейронной сети. Установлены оценки 

сходимости приближенных решений к точному, проведен сравнительный ана-

лиз полученных результатов, определены величины ошибок. 

 



Russian Digital Libraries Journal. 2026. V. 29. No. 2 
  

 

 

 
598 

ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим уравнение вида 

(𝐽𝑎+
α 𝜑)(𝑥) +  ∫ ℎ(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡

1

0
= 𝑓(𝑥) ,                                     (1) 

где  

(𝐽𝑎+
𝛼 𝜑)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ 𝜑(𝑥 − 𝑡)𝑡𝛼−1𝑑𝑡

𝑥−𝑎

0
  (𝛼 > 0), 

– интеграл Грюнвальда – Летникова, ℎ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2[0,1]2, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1] − извест-

ные функции, 𝜑(𝑡) ∈ 𝐿1(0,1)  − искомая функция, а Γ(𝛼) – известная гамма-

функция. Запишем уравнение (1) в операторном виде 

𝐾𝜑 ≡ 𝐽𝑎+
𝛼 𝜑 + 𝐵𝜑 = 𝑓, (𝜑 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝑌),                                 (2) 

где оператор 

𝐵𝜑 = ∫ ℎ(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

0
, 𝑋 = 𝑌 = 𝐿2.  

Приближенное решение уравнения (2) будем искать прямыми методами 

как точное решение приближенного уравнения, записанного в операторном 

виде 

𝐾𝑛𝜑𝑛 = 𝑓𝑛  (𝜑𝑛 ∈ 𝑋𝑛, 𝑓𝑛 ∈ 𝑌𝑛).                                (3) 

Приближенное решение уравнения (2) найдем в виде разложения по си-

стеме базисных функций {𝑒𝑖𝑘𝑥}, 𝑘 = −𝑛, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, в виде 

𝜑𝑛(𝑥) = ∑ 𝛼𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=−𝑛 .                                                 (4)  

Неизвестные коэффициенты разложения (4), согласно методу наимень-

ших квадратов, находятся из системы линейных алгебраических уравнений  

∑ 𝛼𝑘(𝐾𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝐾𝑒𝑖𝑗𝑥)
2

𝑛
𝑘=−𝑛 = (𝑓, 𝐾𝑒𝑖𝑗𝑥)

2
, 𝑗 = −𝑛, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.                       (5)  

Здесь (𝐾𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝐾𝑒𝑖𝑗𝑥)
2
 – скалярное произведение в пространстве 𝐿2[0,1]. 

Для уравнения (1) будет справедлива теорема 2.8 [11, с. 35], доказанная 

Б. Г. Габдулхаевым для слабо сингулярного уравнения. Как оказалось, уравнение 

(1) полностью удовлетворяют условиям теоремы 2.8 [11]. Сформулируем соот-

ветствующее утверждение. 

Теорема. Пусть для уравнения (2) выполнены следующие условия:  
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1) 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1], ℎ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2[0,1]2, кроме того, функция ℎ(𝑥, 𝑡) такая, 

что оператор 𝐵: 𝑋 → 𝑋 вполне непрерывен, где 𝑋 – пространство 𝐿2; 

2) уравнение (2) имеет решение 𝜑∗(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1] при заданной правой ча-

сти 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1];  

3) уравнение 𝐾𝜑 = 0 имеет в пространстве 𝐿2[0,1] только тривиаль-

ное решение.  

Тогда для любых натуральных n система (5) имеет единственное реше-

ние 𝛼𝑘
∗ , 𝑘 = −𝑛, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, и приближенные решения (4) сходятся к точному решению 

в смысле стремления невязки к нулю при неограниченном увеличении n, т. е. 

𝑟𝑛 ≡ 𝑓 − 𝐾𝜑𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, и 

‖𝑟𝑛‖2 ≤ 𝐸𝑛(𝑦)2 ≤ ‖𝐾‖2𝐸𝑛
т (𝜑∗)2                                             (6) 

𝐸𝑛(𝑦)2 = ‖𝑓 − 𝑓𝑛
0‖2,   𝑓𝑛

0 = ∑ 𝛼𝑘
∗(𝐾𝑒𝑖𝑘𝑥)𝑛

𝑘=−𝑛 .   

Так как доказательство теоремы для уравнения (1) технически повторяет 

доказательство теоремы 2.8 [11, с. 35], здесь его не приводим. 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ В ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧАХ 

Применим рассмотренный выше метод для численного решения частного 

случая интегрального уравнения (1) с дробным интегралом Грюнвальда – Лет-

никова следующего вида: 

(𝐽1+
1/2

𝜑)(𝑥) + ∫ ℎ(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
1

0
=

2√𝑥−1

√𝜋
 +  𝑒𝑥 +

1

2
 ,                            (7) 

 где ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 + 𝑡.   

Формула приближенного решения 

Обозначим через 𝑦𝑁(𝑥, 𝛺) приближенное решение, определяемое 

нейронной сетью с прямой связью с настраиваемыми параметрами 𝛺 (весами 

и смещением). Нейронная сеть имеет по одному входу и одному выходу, где 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – переменная 𝑦𝑁(𝑥, 𝛺). Таким образом, приближенное реше-

ние уравнения (1) будем искать как точное решение следующего уравнения: 

𝐾𝑁𝑥 ≡ (𝐽𝑎+
𝛼 𝑦𝑁(𝑥, 𝛺)) + 𝑦𝑁(𝑥, 𝛺) = 𝑓(𝑥).                         (8)  
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Функции ошибки 

Решение уравнения (8) преобразуем в задачу минимизации суммы квад-

ратов ошибок (SSE) по отношению к параметрам сети (𝑤 и 𝑏): 

min
𝑤,𝑏

∑ {(𝐽𝑎+
𝛼 𝑦𝑁(𝑥𝑖 , 𝛺)) + 𝑦𝑁(𝑥𝑖 , 𝛺) − 𝑓(𝑥𝑖)}

2
𝑖 .             (9)  

Архитектура нейронной сети 

Параметры нейронной сети найдем с использованием приведенной выше 

задачи минимизации (9). Рассмотрим нейронную сеть типа SISO (один вход, 

один выход) со скрытым слоем, состоящим из n нейронов. Подробное описание 

нейронной сети таково: 

 единица входного слоя 𝜎1
1 = 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛); 

 единицы скрытого слоя 

𝜎𝑖
2 = 𝜑(net𝑖), net𝑖 = 𝜔𝑖

1 ∗ 𝑥 + 𝑏𝑖 , 

где символ 𝜑 представляет функцию активации, здесь использована Tanh функ-

ция активации 

𝜑(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
; 

единица выходного слоя 

𝑁𝑁(𝑥) = ∑ 𝜔𝑖
2𝜎𝑖

2𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝜔𝑖

2 ∗ 𝜑(𝜔𝑖
1 ∗ 𝑥 + 𝑏𝑖)) .𝑛

𝑖=1             (10)  

Для решения поставленной задачи применим модель нейронной сети, 

представленную выше. Отметим, что после внесения небольших изменений 

в эту сетевую модель она становится эффективным инструментом моделирова-

ния и для других подобных задач. 

Для оптимизации функции ошибки (9) используем метод L-BFGS [21]. По-

сле этапа оптимизации получим оптимальные значения весов, поэтому при за-

мене оптимальных параметров 𝑤∗ и 𝑏∗ в уравнении (10) точное решение 

𝑦𝑁(𝑥, 𝛺) будет приближенным решением интегрального уравнения (1). 

Для решения исходной задачи (7) обучим нейронную сеть для десяти рав-

ноудаленных точек в области [1, 2] с пятью скрытыми узлами. В табл. 1 представ-

лены результаты сравнения аналитического и приближенного решения, полу-

ченного с помощью искусственной нейронной сети (ИНС).  
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Табл. 1. Результаты сравнения аналитического решения и решения ИНС 
аналитические результаты и результаты ИНС. 

X Aналитическое решение ИНС Ошибка 

1.1 1 0.99860 1.40E-03 

1.2 1 0.99867 1.34E-03 

1.3 1 0.99872 1.28E-03 

1.4 1 0.99875 1.25E-03 

1.5 1 0.99874 1.27E-03 

1.6 1 0.99866 1.34E-03 

1.7 1 0.99851 1.49E-03 

1.8 1 0.99827 1.73E-03 

1.9 1 0.99794 2.06E-03 

2 1 0.99750 2.50E-03 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрена возможность использования ИИ для численного решения ин-

тегро-дифференциальных уравнений. Построена и реализована вычислитель-

ная схема приближенного метода решения интегрального уравнения с дробным 

интегралом Грюнвальда – Летникова. С помощью нейронных сетей определены 

коэффициенты для метода наименьших квадратов. Установлены ошибки при-

ближения. Предложенная вычислительная схема апробирована на частном слу-

чае таких уравнений, точное решение которого известно. Сравнительный анализ 

полученных результатов аппроксимации и точного решения показал хорошее 

приближение. В дальнейшем мы планируем продолжить работу, связанную с 

применением ИИ к решению задач аппроксимации с теоретическим обоснова-

нием применения численных методов.  
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Abstract 

A computational scheme for the approximate solution of an integral equation 

with the Grünwald–Letnikov fractional integral has been developed, based on the 

least squares method. A distinctive feature of this scheme is the use of a neural net-

work to compute the coefficients for the least squares method. The relevance of the 

study is обусловлена by the fact that, at present, artificial intelligence is increasingly 

being applied to solve many practical problems related to various physical processes. 

An estimate of the convergence of approximate solutions to the exact solution has 

been obtained. Possible directions for the further application of artificial intelligence 

in solving physical problems are also considered. 

Keywords: artificial intelligence, neural networks, numerical methods, integral 

equations, fractional equations. 
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