
 
© Я. А. Вахтерова, Д. А. Леонтьева, 2025. 
Данная статья распространяется на условиях международной лицензии Creative Commons License Attribution 4.0 
International (CC BY 4.0). 
 

УДК 539.3 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ ТЕРМОФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

МОДЕЛИ ГРИНА – НАГДИ III ТИПА ДЛЯ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ НА ОСНОВЕ 

ФИЗИЧЕСКИ ИНФОРМИРОВАННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ 

Я. А. Вахтерова1 [0000-0002-1026-649X], Д. А. Леонтьева2 

1, 2Московский авиационный институт  

Национальный исследовательский университет, г. Москва, Россия 

1yana-vahterova@mail.ru, 2dasha.leon.ra@gmail.com  

Аннотация 

Исследована обратная задача идентификации безразмерного коэффици-

ента теплопроводности   для уравнения Грина – Нагди III типа, которое описы-

вает распространение тепловых возмущений с конечной скоростью и учитывает 

инерционные эффекты теплового потока. Для обратной задачи нарушается тре-

бование устойчивости (критерий Адамара), в результате чего даже минимальные 

искажения данных ведут к значительным ошибкам идентификации параметра.  

В качестве метода решения задачи идентификации использован подход на ос-

нове физически информированных нейронных сетей (ФИНС), сочетающий воз-

можности глубокого обучения с априорными знаниями о структуре дифференци-

ального уравнения. Параметр   включен в число обучаемых переменных, а функ-

ция потерь сформирована на основе дифференциального уравнения, граничных 

условий, начальных условий и зашумленных экспериментальных данных с точеч-

ного датчика. Представлены результаты вычислительных экспериментов, демон-

стрирующие высокую точность восстановления параметра (погрешность менее 

0.03%) и устойчивость метода к наличию аддитивного гауссовского шума в дан-

ных. Метод ФИНС показал себя как эффективный инструмент решения некоррект-

ных обратных задач математической физики. 

Ключевые слова: обратная задача, модель Грина – Нагди III типа, термо-

упругость, глубокое машинное обучение, физически информированные нейрон-

ные сети. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работе основное внимание уделено решению обратной задачи иденти-

фикации безразмерного коэффициента теплопроводности κ по зашумленным 

экспериментальным данным. Обратные задачи, к классу которых относится иден-

тификация параметров дифференциальных уравнений, представляют собой одну 

из наиболее сложных проблем вычислительной математики [1].  

Их фундаментальная сложность обусловлена некорректностью по Адамару [2], 

что проявляется прежде всего в неустойчивости решения: сколь угодно малые по-

грешности в исходных данных (погрешности измерений, численные шумы) могут 

приводить к сколь угодно большим отклонениям в оценке искомых параметров. 

Традиционные подходы к решению подобных задач [3, 4], такие как итерацион-

ные методы (например, метод Левенберга – Марквардта), требуют многократ-

ного решения прямой задачи на каждой итерации для вычисления градиента 

функционала невязки. Для сложных нелинейных моделей, подобных уравнению 

Грина – Нагди III типа [5], это приводит к огромным вычислительным затратам. 

В рамках настоящего исследования разработан и реализован подход к ре-

шению рассматриваемой задачи на основе физически информированных 

нейронных сетей (ФИНС) с помощью фреймворка глубокого обучения PyTorch [6], 

который позволяет преодолеть указанные вычислительные трудности.  

Выполнены следующие этапы исследования. 

 Построение архитектуры ФИНС: разработана архитектура нейронной 

сети, принципиальной особенностью которой является включение 

физического параметра   в число обучаемых переменных наравне 

с весами и смещениями сети. 

 Разработка функции потерь: сконструирована специальная функция 

потерь, включающая четыре компонента:  

PDEL : функция потерь для дифференциального уравнения; 

ICL : функция потерь для начальных условий; 

BCL : функция потерь для граничных условий;  

sL : функция потерь для экспериментальных данных. 
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 Реализация механизма автоматического дифференцирования:  

для вычисления производных высокого порядка, необходимых для 

расчета слагаемого PDEL , использован модуль torch.autograd фрейм-

ворка PyTorch. 

 Генерация синтетических данных: на основе аналитического решения 

[2] сгенерированы зашумленные «экспериментальные» данные  

для различных значений параметра   и различных уровней шума. 

 Вычислительные эксперименты: проведена серия расчетов по иден-

тификации параметра   при различных начальных приближениях и 

уровнях шума в данных. 

 Анализ устойчивости: исследована чувствительность метода к нали-

чию шума в исходных данных и определены пределы применимости 

подхода. 

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  

ГРИНА – НАГДИ III ТИПА 

Решение обратной задачи идентификации параметра   в уравнении теп-

лопроводности Грина – Нагди III типа требует предварительного анализа реше-

ния соответствующей прямой задачи [7] и наличия эталонного аналитического 

решения. Прямая задача для рассматриваемого уравнения относится к класси-

ческим: при стандартных граничных условиях на конечном интервале она допус-

кает точное решение методом разделения переменных.  

Математическая постановка задачи формулируется следующим образом 

(см. рис. 1).  

Необходимо определить температурное поле ( , )x t  в однородной одно-

мерной среде на конечном отрезке  0,1x , в момент времени 0t   описывае-

мое уравнением Грина – Нагди III типа  

 

 2 3 2

2 2 2

e
q

c
t t x x t



      
      

    
, (1) 

где [0,1]x  – пространственная координата вдоль стержня, t  – время, c  – коэф-

фициент удельной теплоемкости при постоянной деформации,   – плотность ма-
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териала,  e
q  – массовая плотность объемных источников тепла, 0T T     – при-

ращение температуры,  – коэффициент теплопроводности,  – скорость тепло-

проводности. 

 

Рис. 1. Постановка задачи 

 

В безразмерной форме данное уравнение теплопереноса можно записать 

как 
2 3 2

2 2 2
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Здесь введены следующие безразмерные переменные: 
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Запишем нулевые граничные условия 

(0, ) 0, (1, ) 0.t t     

В начальный момент времени стержень нагревается на величину  sin x : 

 
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(
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1.2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

ГРИНА – НАГДИ III ТИПА 

Прямая задача теплопереноса, описываемая уравнением (1), при типичных 

начально-граничных условиях на конечном интервале допускает строгое анали-

тическое решение методом разделения переменных. Стандартная процедура 

приводит к спектральному разложению по собственным функциям решения со-

ответствующей краевой задачи и явным формулам для временных коэффициен-

тов, что делает полученное решение удобным эталоном для валидации предла-

гаемого численного подхода к обратной задаче идентификации параметров.  
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Итоговое аналитическое выражение имеет вид 
2
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Отметим, что прямая задача является корректной по Адамару: при задан-

ном параметре   существует единственное устойчивое решение. Однако, как бу-

дет показано далее, обратная задача идентификации параметра   по экспери-

ментальным данным является некорректной, что составляет основную трудность 

настоящего исследования. 

Наличие корректной постановки прямой задачи и точного аналитического 

решения создает необходимый фундамент для комплексного исследования об-

ратной задачи идентификации параметров и оценки эффективности предложен-

ного подхода на основе физически информированных нейронных сетей. 

2.1. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ (1) 

Обратная задача для уравнения теплопроводности Грина – Нагди III типа (1) 

формулируется как задача определения безразмерного коэффициента теплопро-

водности   на основе экспериментальных данных о температуре в фиксирован-

ной точке стержня. 

Введем точечный датчик, расположенный в позиции 0,9sx  , который ре-

гистрирует эволюцию температуры во времени. Математически зашумленные 

данные ( , )sx t  моделируем как 

( , ) ( , )s i s i ix t x t     , 1,..., ,si N  

где ( , )sx t  – истинное (аналитическое) значение отклика в точке 0,9sx   в мо-

мент времени it , 
2~ (0, )i N   – добавленная гауссовская шумовая компонента  
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с математическим ожиданием 0 и дисперсией 2 ,   – стандартное отклонение 

шума, задаваемое параметром noise_level в коде, sN  – количество временных 

точек (размер выборки сенсорных данных). 

2.2. ПРОБЛЕМЫ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

Ключевой особенностью обратной задачи является некорректность по 

Адамару, в особенности нарушение устойчивости решения. Как известно, за-

дача называется корректной по Адамару, если ее решение удовлетворяет трем 

условиям: 

1. существование: для любых допустимых входных данных решение должно 

существовать, 

2. единственность: решение должно быть единственным для заданных вход-

ных данных, 

3. устойчивость: решение должно непрерывно зависеть от входных данных. 

Малые изменения в данных должны приводить к малым изменениям в ре-

шении. 

Задача, не удовлетворяющая хотя бы одному из этих условий, называется 

некорректной. 

Анализ обратной задачи идентификации параметра в уравнении (1) пока-

зал, что вследствие ее некорректности по Адамару главным и наиболее критич-

ным недостатком является нарушение устойчивости. Задача обладает экспонен-

циальной чувствительностью: ничтожно малые погрешности в исходных данных 

(шум измерений, ошибки округления) приводят к произвольно большим ошиб-

кам в восстанавливаемом параметре. Прямое решение задачи без применения 

специальных методов не имеет практического смысла, так как результат будет 

полностью определяться шумом, а не полезным сигналом. 

Для получения осмысленного и устойчивого решения требуется регуляри-

зация – модификация постановки задачи с целью сделать ее условно - коррект-

ной. В настоящем исследовании это достигается за счет использования подхода 

на основе физически информированных нейронных сетей, который вводит в за-

дачу априорные физические знания (дифференциальное уравнение, граничные и 

начальные условия), выступающие в роли естественного регуляризатора. 
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3.1. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ С ПОМОЩЬЮ ФИЗИЧЕСКИ 

ИНФОРМИРОВАННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ 

Физически информированные нейронные сети (ФИНС), или Physics-

Informed Neural Networks (PINN) [8], представляют собой специальный класс 

нейронных сетей, разработанный для решения задач математической физики, 

описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных (ДУЧП). 

Ключевая идея ФИНС заключается в интеграции априорных физических знаний 

непосредственно в архитектуру и процесс обучения нейронной сети. В отличие  

от традиционных подходов машинного обучения, где нейронная сеть обучается 

исключительно на данных, ФИНС дополнительно использует информацию о фи-

зических законах, описываемых ДУЧП, а также о начальных и граничных условиях. 

Для преодоления фундаментальной некорректности обратной задачи 

идентификации параметра   в уравнении (1) нами применены ФИНС. Ключевая 

идея метода заключается в совместной оптимизации параметров сети и физиче-

ского параметра   путем введения в функцию потерь слабых ограничений, обес-

печивающих удовлетворение исходному дифференциальному уравнению, 

начальным и граничным условиям, а также экспериментальным данным. Это поз-

воляет естественным образом регуляризировать задачу. 

Нейронная сеть обучалась одновременно: 

 аппроксимировать решение ( , )x t  поля температуры; 

 находить значение физического параметра   

3.2 АРХИТЕКТУРА НЕЙРОННОЙ СЕТИ 

Для аппроксимации температурного поля ( , )x t  использована полносвяз-

ная нейронная сеть [9–12] с архитектурой, включающей (рис. 2): 

 входной слой с двумя нейронами, принимающими пространственно-вре-

менные координаты (x, t); 

 три скрытых слоя по 64 нейрона в каждом с Tanh-функцией активации; 

 выходной слой с одним нейроном, возвращающим значение темпера-

туры. 
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Рис. 2. Архитектура нейронной сети 

3.3. ГЕНЕРАЦИЯ КОЛЛОКАЦИОННЫХ ТОЧЕК  

Для обеспечения выполнения физических ограничений генерируются че-

тыре типа точек (рис. 3): 

 10000fN   точек внутри области для контроля выполнения дифференци-

ального уравнения; 

 100icN   точек на начальном временном слое для выполнения начальных 

условий; 

 100bcN   точек на границах пространственной области для удовлетворения 

граничным условиям; 

 100sN   точек в месте расположения датчика ( 0,9sx  ) для соответствия 

экспериментальным данным. 
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Рис. 3. Коллокационные точки в пространстве  

3.4. ФУНКЦИЯ ПОТЕРЬ  

Функция ошибки (потерь) в методе физически информированных нейрон-

ных сетей представляет собой составной функционал, который обеспечивает од-

новременное выполнение нескольких физических и математических условий. Для 

обратной задачи идентификации параметра   в уравнении (1) функция ошибки 

имеет следующий вид: 
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Здесь PDEL  – отклонение от дифференциального уравнения; ICL  – отклонение 

от начальных условий; BCL  – отклонение от граничных условий; sL – отклоне-

ние от экспериментальных данных. 

3.5. ОБУЧЕНИЕ 

Процесс обучения физически информированной нейронной сети для реше-

ния обратной задачи представляет собой итерационную процедуру совместной 

оптимизации параметров сети и физического коэффициента   с использованием 

алгоритма Adam (Adaptive Moment Estimation). 

Процесс начинается с задания начальных значений: скорости градиентного 

спуска η, которая определяет величину шага на каждой итерации; параметров ал-

горитма (смещения) 1 2, [0,1),    которые отвечают за степень влияния предыду-

щих значений градиентов на текущие расчеты; вектора 0  обучаемых перемен-

ных  ; первого и второго моментов градиента функции 0 0( ) :  0,  0;L m v    зада-

ется также малая величина 1;  для обеспечения численной стабильности. 

На каждой итерации алгоритма с номером 1,2,3...k   выполняются следую-

щие действия. 

Сначала вычисляем градиент функции по обучаемым переменным – вектор, 

указывающий направление ее наискорейшего роста: 0 1( )k kg L  ▽ . 

Затем обновляем оценки первых и вторых моментов градиента. Первый мо-

мент можно рассматривать как сглаженную траекторию градиента, а второй – как 

накопленную информацию о квадратах градиентов: 

2

1 1 1 2 1 2(1 ) ,  (1 )k k k k k km m g v v g         . 

Поскольку начальные значения моментов равны нулю, на начальных этапах 

обучения может возникать смещение. Для его компенсации вычисляем оценки 

первого и второго моментов с поправкой на смещения. Эти поправки особенно 

важны в начале процесса обучения: 

1 1

,  
(1 ) (1 )

k k
k k

k k

m v
m v 

 
. 

Далее выполняем корректировку обучаемых переменных. Размер шага для 

каждого параметра адаптивно регулируется: он уменьшается для параметров  
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с большими градиентами и увеличивается для тех, градиенты которых были ма-

лыми: 

1

k

k k

k

m

v
   

 
. 

Это позволяет эффективно работать с разреженными градиентами и ускоряет схо-

димость. Благодаря этому алгоритм Adam демонстрирует высокую эффективность 

при обучении сложных моделей, включая физически - информированные нейрон-

ные сети. 

4.1. РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ  

В ходе чсиленных экспериментов была проведена успешная идентификация 

безразмерного коэффициента теплопроводности   в уравнении (1). Обучение 

нейронной сети проводилось в течение 25000 эпох (рис. 4). Идентифицированное 

значение коэффициента теплопроводности   равно 0,44186335802078247.. 
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Рис. 4. Обучение нейросети 

Наблюдалась устойчивая сходимость метода без признаков переобучения 

или расходимости. В процессе обучения параметр   демонстрировал монотон-

ное приближение к эталонному значению. 
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Рис. 5. График функции потерь 

Представленный график (рис. 5) является наглядным доказательством эф-

фективности подхода PINN для решения рассматриваемой обратной задачи. Мо-

дель продемонстрировала быструю сходимость и достигла высокой точности, что 

позволяет быть уверенным в корректности полученного решения. 

Для оценки точности метода проведено сравнение с эталонным значением 

true 0.442  : 

true 100% 0.03%
  

   


. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Успешно решена обратная задача идентификации безразмерного коэффи-

циента теплопроводности   в уравнении теплопроводности Грина – Нагди III типа 

с использованием метода ФИНС. Предложенная реализация сочетает вычисли-

тельную эффективность методов глубокого обучения с физической обоснованно-

стью традиционных подходов к решению задач математической физики, обеспе-

чивая устойчивое решение обратной задачи идентификации параметра. 

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-

ного фонда № 23-19-00680, https://rscf.ru/project/23-19-00680/.) 
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INVERSE PROBLEM OF IDENTIFICATION OF THERMOPHYSICAL 

PARAMETERS OF THE GREEN-NAGDI TYPE III MODEL FOR AN ELASTIC 

ROD BASED ON A PHYSICALLY INFORMED NEURAL NETWORK  

Y. A. Vakhterova1 [0000-0002-1026-649X], D. A. Leonteva2 
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Abstract 

In this paper, we study the inverse problem of identifying the dimensionless 

thermal conductivity coefficient for the Green–Naghdi equation of type III, which de-

scribes the propagation of thermal disturbances with a finite velocity and takes into 

account the inertial effects of heat flux. For the inverse problem, the stability require-

ment (Hadamard criteria) is violated, as a result of which even minimal data distortions 

lead to significant errors in parameter identification. As a solution method, we use an 

approach based on physically informed neural networks (PINN), which combines the 

capabilities of deep learning with a priori knowledge of the structure of the differential 

equation. The parameter is included among the trained variables, and the loss function 

is formed based on the deviation from the differential equation, boundary conditions, 

initial conditions, and noisy experimental data from a point sensor. The results of com-

putational experiments are presented, demonstrating high accuracy of parameter re-
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mailto:e-mail


Электронные библиотеки. 2025. Т. 28. № 4 
 

 

 

 

867 

 

covery (error less than 0.03%) and the stability of the method with respect to the pres-

ence of additive Gaussian noise in the data. The PINN method has proven itself to be 

an effective tool for solving ill-posed inverse problems of mathematical physics. 

Keywords: inverse problem, Green-Naghdi model type III, thermoelasticity, deep 

machine learning, physics informed neural networks. 
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