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Аннотация  

Исследованы возможности и приведены примеры использования библио-

тек Python при решении типовых математических задач. Проанализированы 

особенности интерпретации полученных результатов. 
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В работе [1] приведено обоснование целесообразности активного исполь-

зования в процессе изучения математики в школе и вузе некоммерческих си-

стем компьютерной математики (СКМ), в частности, программ Maxima и 

GeoGebra. В то же время, студенты ряда специальностей в технических вузах, в 

том числе, Донском государственном техническом университете, изучают язык 

программирования Python, поэтому естественно привлекать их и к решению ма-

тематических задач именно в среде Python, тем более, что в его основных науч-

ных библиотеках numpy, sympy, scipy, pandas, numpy и других реализовано 

большинство известных аналитических и численных алгоритмов решения урав-

нений, задач линейной алгебры, вычисления пределов, производных и интегра-

лов, аппроксимации, решения дифференциальных уравнений и их систем, задач 

теории вероятностей и математической статистики и т. д., а пакет matplotlib об-

ладает хорошо развитыми возможностями визуализации двумерных и трехмер-

ных данных. 

Приведем несколько примеров аналитических (символьных) решений в 

Python задач линейной алгебры и математического анализа. 
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Использовав интерактивную оболочку IPython, загрузим библиотеку сим-

вольных вычислений sympy и установим режим графической печати Latex, который 

позволяет отображать исходные данные и результаты решения в привычном ма-

тематическом виде:  

 
Пример 1. Решить неопределенную систему линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ) [2]: 

{

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 2,
2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 − 𝑥4 = −1,

3𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 = 1,
𝑥1 + 4𝑥3 − 2𝑥4 = −3.

 

При решении подобных СЛАУ на практических занятиях по линейной ал-

гебре обычно: а) проверяют условия выполнения теоремы Кронекера–Капелли; 

б) решают СЛАУ методом Гаусса (или одной из его модификаций). 

Решим пример средствами Python. Для записи уравнений обычно приме-

няют функцию Eq(expr1, expr2) в библиотеке sympy. Если выражения expr1 и 

expr2 равны, то функция Eq() возвращает значение True.  

 

 
Для решения систем линейных уравнений предназначена, в первую оче-

редь, функция linsolve(...), в качестве аргументов которой задают списки уравне-

ний и неизвестных переменных: 

 
Общее решение этой неопределенной СЛАУ получено в привычном для 

студентов виде кортежа, где базисные переменные выражены через свободные. 
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Таким образом, аналитическое решение систем линейных алгебраических 

уравнений небольшой размерности, в том числе, и неопределенных, в среде Py-

thon не представляет особых сложностей, не требует дополнительных проверок 

совместности и нагляднее, чем в некоторых СКМ, например, MathCAD.  

Пример 2. Вычислить предел [2]: lim
𝑥→∞

(1 +
5

𝑥
)
3𝑥
. 

Заметим, что решение данного примера на практике сводится ко второму 

специальному пределу. 

Для аналитического вычисления пределов в sympy имеется функция 

limit(...); для записи символа ∞ (бесконечность) используется запись oo (две бук-

вы «o»): 

 
У функции limit() есть невычисляемый эквивалент – оператор Limit(), кото-

рый возвращает символьный объект типа 'sympy.series.limits.Limit' (невычислен-

ный предел). Для вычисления символьного объекта, созданного невычисляе-

мым оператором, нужно использовать метод doit(). Используя этот прием, а 

также упомянутую выше функцию Eq(), можно окончательный результат вычис-

ления предела представить в наглядной форме: 

 
Если функция limit() не может вычислить предел, например, он не суще-

ствует, то в зависимости от режима init_printing она возвращает на экран либо 

строку с невычисляемым эквивалентом Limit(), либо невычисленное исходное 

выражение. 

Таким образом, результаты вычисления в Python достаточно простых пре-

делов весьма наглядны, однако в более сложных случаях нужно использовать 

возможности других СКМ: Maxima, GeoGebra или MathCAD.  
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Пример 3. Вычислить неопределенный интеграл [2]: ∫𝑥
3
sin(4𝑥2)𝑑𝑥. 

Отметим, что достаточно часто при вычислении такого типа интегралов 

методом «по частям» студенты неправильно выбирают части. 

Для символьного интегрирования в Python предназначена функция 

integrate(...) из библиотеки sympy. С ее помощью можно вычислять как неопре-

деленные, так и определенные интегралы. Первым аргументом функции долж-

но быть символьное выражение, которое будет интегрироваться, вторым – пе-

ременная интегрирования или кортеж, состоящий из имени переменной и ее 

нижнего и верхнего пределов. Если второй аргумент – только имя, то вычисляет-

ся неопределенный интеграл, т. е. первообразная подынтегральной функции. 

У функции integrate() также есть невычисляемый эквивалент – оператор 

Integral(). Так же, как и в случае пределов, чтобы затем вычислить интеграл, 

нужно использовать метод doit(). Воспользуемся этим фактом, чтобы сразу 

получить ответ в наглядной форме: 

  
Заметим, что sympy не включает в результат произвольную постоянную 

интегрирования. Однако константу можно добавить, если сформулировать зада-

чу как решение соответствующего дифференциального уравнения (см. пример 4) 

Проверим результат дифференцированием (к объекту применяется метод 

diff() ): 

 
Если первообразную не удалось найти, то, как было указано ранее, отоб-

ражается невычисляемый объект Integral() в виде исходного выражения, а функ-

ция Eq() возвращает значение True, например, [1].  
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Считается, что вычисление первообразных является для студентов одной 

из наиболее сложных задач математического анализа, да и не все СКМ справля-

ются с отдельными примерами. Как показывает практика, во многих случаях вы-

числение первообразных в среде Python предпочтительнее, так как оно просто и 

наглядно, но в сложных примерах нужно пробовать использовать другие про-

граммы, например, Maxima, GeoGebra и т. д. 

Пример 4. Найти общее решение обыкновенного дифференциального 

уравнения (ОДУ) [2]:  

𝑥 ∙ 𝑦′ − 2𝑦 = 2𝑥4. 

Данное ОДУ является линейным первого порядка. 

При решении ОДУ в sympy обычно используется следующая последова-

тельность инструкций: а) объявляются символьная независимая переменная x и 

символьная функция f, которая будет представлять решение; б) создается объ-

ект, представляющий уравнение; в) решается дифференциальное уравнение с 

помощью функции dsolve(), у которой первым аргументом является объект урав-

нения, а вторым –искомая функция. Итак, получаем: 

 

 

 
Обращаем внимание на то, что решение содержит произвольную пере-

менную С1. 

Функция dsolve() может использовать несколько различных методов ре-

шения ОДУ. Чтобы получить список методов, которые можно использовать для 

решения конкретного уравнения, следует использовать инструкцию classify_ode 

(уравнение, выражение/функция).  
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Функция dsolve() решает аналитически большинство известных типов ОДУ 

и систем, интегрируемых в квадратурах. Решения представляются, как правило, 

в наглядном виде. 

Опция ics функции dsolve() позволяет задавать граничные условия и ре-

шать задачу Коши, однако в настоящий момент эта опция реализована только 

для отдельных типов уравнения и методов решения, так что получать аналити-

ческие решения задачи Коши студентам проще в других СКМ, например, в Max-

ima[2]. 

Выводы. Системы компьютерной математики весьма полезны при изуче-

нии вузовской математики. Опыт показывает, что в процессе общения с компью-

тером студент не только приобретает навыки работы с программами, которые при-

годятся ему в дальнейшем, но и углубляет свои знания по математике, что зача-

стую приводит к освоению новых математических методов, заложенных в со-

временные программы. 

Заметим, что ответы, получаемые студентом на бумаге, зачастую отлича-

ются от ответов, выдаваемых СКМ. В таких случаях студент должен провести 

углубленный анализ, разобраться в причинах несоответствия и довести решение 

до конца. 

Если студент знаком с основами программирования на Python, то при освое-

нии разделов математики он может с успехом использовать его библиотеки и па-

кеты. В настоящей статье приведены примеры аналитического (символьного) ре-

шения лишь некоторых типовых математических задач и не рассматривались чис-

ленные алгоритмы. В чем-то процесс решения и представление результатов на Py-

thon имеют преимущества перед другими СКМ, а в чем-то недостатки. 
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