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Аннотация  

Рассмотрен алгоритм определения эффективных механических характери-

стик двухфазного композитного материала. В качестве матрицы взят двухпара-

метрический материал Муни – Ривлина, с наполнителем в виде включений из 

линейно-упругого материала. Представлены результаты определения механи-

ческих свойств матрицы из экспериментальных данных. Эффективные механи-

ческие характеристики дисперсно-армированного композитного материала 

определены из решения задачи об одноосном растяжении образца с помощью 

метода конечных элементов. Физические соотношения полученного композит-

ного материала описывается гиперупругой моделью Муни – Ривлина. Исследо-

вано влияние объемного содержания включений на механические характери-

стики материала. Показано, что при увеличении объемной доли наполнителя 

значение начального модуля сдвига композитного материала также растет. 

Ключевые слова: нелинейно-упругий материал, материал Муни – Рив-

лина, RVE, метод наименьших квадратов, армированный композит.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В условиях постоянного создания новых и совершенствования существую-

щих материалов определение механических свойств композиционных материа-

лов является актуальной задачей. Самым эффективным способом нахождения 

их механических параметров является эксперимент, но для предварительного 

предсказания поведения материала целесообразно использовать либо аналити-

ческие, либо численные методы определения искомых характеристик. Таким ис-

следованиям посвящено множество публикаций (см., например, [1–12]), а од-

ним из популярных методов определения эффективных свойств материала яв-

ляется, например, метод Эшелби [10–12]. В [13, 14] использованы модель 

Эшелби для включений эллипсоидальной формы и предположение об их изоли-

рованности в бесконечной матрице, что исключает учет взаимодействия между 

частицами. Несмотря на эффективность при малых концентрациях, для матери-

алов с высокой объемной долей наполнителя применение этого метола вызы-

вает значительные затруднения. 

Метод асимптотического осреднения обеспечивает высокую точность про-

гнозирования механических свойств композита при высокой концентрации 

наполнителя за счет строгого учета взаимодействия компонентов в рамках 

ячейки периодичности. В отличие от метода Эшелби, этот метод базируется на 

решении краевых задач на микроуровне [15, 16]. Однако аналитические и чис-

ленные методы решения таких задач в настоящее время разработаны преиму-

щественно для более простых структур – слоистых и однонаправленно армиро-

ванных композитов. 

Иной подход к определению эффективных характеристик композитов 

представлен в работах [17, 18], посвященных исследованию представительного 

элементарного объема (RVE). Под RVE понимается наименьшая геометрическая 

модель структуры, использование которой в численных экспериментах обеспе-

чивает сходимость результатов при определении эффективных характеристик 

композита. Проблема обоснования размеров RVE остается дискуссионной из-за 

отсутствия общепринятых алгоритмов его построения. Существующий разбор 

подходов – от жесткой привязки к геометрии периодичности до рассмотрения 
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бесконечных сред – указывает на субъективность выбора масштаба при модели-

ровании. 

В настоящей работе неопределенность в выборе масштаба RVE была пре-

одолена путем установления жесткой геометрической зависимости между раз-

мером расчетной области и объемной долей наполнителя. Для серии экспери-

ментов по определению модуля сдвига представительный объем рассматри-

вался как кубическая ячейка, размер которой изменялся в зависимости от требу-

емой концентрации включений. 

АППРОКСИМАЦИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ  

Постоянные характеристики нелинейного материала можно найти из экс-

периментальных данных с помощью их аппроксимации определенной функ-

цией [2]. Предполагается, что рассматриваемый материал является изотропным 

и несжимаемым, т. е. определитель тензора градиента деформации F  равен 

единице: det( ) 1J  F . В связи с малым количеством циклов экспериментов с 

одним одноосным растяжением и с учетом несжимаемости материала в каче-

стве наиболее подходящей аппроксимирующей функции выбран упругий потен-

циал, описывающий двухпараметрический гиперупругий материал Муни – Рив-

лина [2, 19].  

В качестве аргументов этой функции выбрана мера деформации Фингера 

B , инварианты которой могут быть записаны в виде 

3 3 3
2

1
1 1 1

,
ii i i

i i i

I B B 
  

      

22 23 33 3111 12 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1

32 33 13 1121 22

,
B B B BB B

I B B B B B B
B B B BB B

             

2 2 2

3 1 2 3 1 2 3
,I B B B      

где 
i

  – главные относительные удлинения, iB  – главные значения меры Фин-

гера B  [2, 19]. 

При одноосном растяжении изотропного материала поперечные удлине-

ния образца будут равными, и с учетом несжимаемости получим [2] 
1/2

2 3 1
.      Тогда инварианты меры деформации Фингера B  примут вид  
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1

1 1 1
2I     , 2

2 1 1
2I     . 

Функция потенциальной энергии деформации для несжимаемой двухпа-

раметрической модели Муни – Ривлина выглядит следующим образом [2, 19]: 

   10 1 01 2
3 3  W c I c I    , 

где 
10 01

,c c  – постоянные материала. Тензоры истинных и инженерных напряже-

ний Коши можно найти по формулам [2]: 

10 01 1 2 3 10 01 1 2 3

1 3

1 3

201

10

( , , , , ) ( , , , , )

2 1
2 ,

W c c W c c

c
c

     
  

 


 

 
    

 

  
    
  

 

инж
,





  

где 
1

  . 

Одним из методов определения неизвестных параметров аппроксимиру-

ющей функции при наличии экспериментальных данных является метод 

наименьших квадратов (МНК) [2]. Запишем уравнение целевой функции. 

    
2

2

10 01
1

  , , ,
n

k k

k

E c c   


  

где   – значения напряжений, полученных из эксперимента,   – значения 

напряжений, описываемых моделью Муни – Ривлина, , 1...k k n   – набор зна-

чений продольных удлинений [2]. 

С помощью минимизации квадратичного отклонения определим искомые 

постоянные нелинейно-упругого материала [2]: 
 

2 2

10 01 10 01

10 01

( , ) ( , )
0, 0.

E c c E c c

c c

 
 

 
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Рис. 1. Экспериментальная и расчетная диаграммы растяжения. 

В частности, из эксперимента на одноосное растяжение были опреде-

лены механические параметры для модели Муни – Ривлина (рис. 1): 

10 01 М,56.3236 МПа 104.6637 Па.C C    

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  

Представительный (репрезентативный) объемный элемент [18] является 

минимальным объемом материала, достаточным для проведения численных 

экспериментов по определению эффективных механических характеристик. В 

случае композитного материала, армированного сферическими наполнителями, 

задачу поиска оптимальных размеров представительного объема можно опу-

стить. В настоящей работе таким объемом является куб с одним сферическим 

включением в центре, размеры которого ограничены соотношением радиуса 

наполнителя и его объемным содержанием в материале.  

Для нахождения эффективных механических характеристик решим задачу 

об одноосном растяжении представительного объема. Для проведения вычис-

лительного эксперимента используем метод конечных элементов (пакет при-

кладных программ ANSYS). В силу симметрии при конечно-элементном модели-

ровании вместо всего объема рассмотрим 1/8 объема с соответствующими гра-

ничными условиями. Матрицу и сферическое включение разбиваем на сетку ко-
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нечных элементов с соответствующим выбором материала (рис. 2). Далее при-

меним алгоритм нахождения механических параметров, описанный в предыду-

щем разделе. Принципиальное отличие состоит в том, что вместо точных значе-

ний напряжений вычислим осредненные значения нормальных напряжений на 

торце представительного куба, на котором задано смещение, реализующее од-

ноосное растяжение. 

 

Рис. 2. Конечно-элементная модель представительного объемного элемента 

(RVE).  

Рассмотрим пример дисперсно-армированного композитного материала. 

Армирующее вещество имеет следующие упругие характеристики: модуль упру-

гости 370 10E    Мпа и коэффициент Пуассона 0.3  . 

В качестве матрицы выбран материал Муни – Ривлина с постоянными, 

определенными из решения предыдущей задачи: 10 56.3236C   МПа, 

01 104.6637C   МПа. 

В табл. 1 представлены результаты серии экспериментов по определению 

зависимости начального модуля сдвига  10 01
2G c c   от объемного содержа-

ния наполнителя. 
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Табл. 1. Значения модуля сдвига материала. 

Объемная доля 

наполнителя 

3% 7% 11% 16% 19% 23% 

Размеры куба, мм 0.5 0.39 0.33 0.29 0.28 0.26 

Модуль сдвига, 

Мпа 

352.912 391.013 434.132 505.206 568.462 676.197 

 

Из таблицы видно, что при увеличении объемной доли значение началь-

ного модуля сдвига материала также растет. Но нужно отметить, что при увели-

чении объемного содержания наполнителя следует учитывать предел прочно-

сти связующей матрицы, так как напряжения, возникающие в ней, также будут 

расти, что может привести к потере прочности матрицы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Работа посвящена определению эффективных механических характери-

стик композитного материала. Представленный алгоритм определения механи-

ческих постоянных нелинейно-упругого материала имеет практическое приме-

нение и является достаточно простым инструментом для его использования ин-

женерами. Решение задачи определения эффективных характеристик показало, 

что с увеличением содержания наполнителя растет начальный модуль сдвига 

материала. 
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Abstract 

An algorithm for determining the effective mechanical properties of a two-

phase composite material is considered. A two-parameter Mooney–Rivlin material is 

considered as the matrix, with inclusions of a linearly elastic material serving as the 

filler. The paper presents the results of determining the mechanical properties of the 

matrix from experimental data and the results of determining the effective character-

istics of a dispersed-reinforced composite material using numerical experiments. The 

effect of the volume content of inclusions on the mechanical properties of the mate-

rial is investigated. 

Keywords: nonlinear elastic material, Mooney–Rivlin material, RVE, least 

squares method, reinforced composite. 
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