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Аннотация  

Предложен подход к проектированию и реализации графа знаний для 

представления и хранения знаний о математических уравнениях. В сформиро-

ванном прототипе графа представлены знания об основных типах алгебраиче-

ских уравнений, обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнениях в 

частных производных и интегральных уравнениях. Граф знаний проектировался 

как математический артефакт экосистемы цифровой математической библио-

теки Lobachevskii-DML, поэтому учитывались общие для экосистемы требования 

совместимости. Разработаны программные инструменты извлечения и обра-

ботки информации об уравнениях, представленной в цифровых библиотеках и 

электронных научных ресурсах. Прототип графа знаний сформирован на основе 

онтологии профессиональной математики OntoMathPRO и таксономии уравне-

ний, построенной на основе информации, извлеченной с веб-страниц научно-

образовательного портала EqWorld «Мир математических уравнений». Онтоло-

гия OntoMathPRO расширена новыми классами уравнений и новыми отношени-

ями для согласования с иерархией типов уравнений, представленной на портале 

EqWorld. Реализован комплекс программных модулей, обеспечивающих пол-

ный цикл формирования графа знаний: автоматическое извлечение сущностей 

из источников, связывание сущностей с концептами онтологии OntoMathPRO, 

преобразование полученных знаний в RDF-представление с последующим со-

хранением в хранилище данных с возможностью выполнения SPARQL-запросов. 

Ключевые слова: граф знаний, извлечение знаний, математическое 
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ВВЕДЕНИЕ 

Как известно, математические уравнения являются важнейшей составляю-

щей математических документов. Алгебраические уравнения, обыкновенные 

дифференциальные уравнения, уравнения в частных производных, нелинейные 

уравнения, интегральные уравнения – это неполный список основных типов ма-

тематических уравнений. Для каждого уравнения факты о нем в виде теорем, 

свойств, методов точного и приближенного решений представлены в многочис-

ленных, не связанных между собой источниках, включая справочники, моногра-

фии и статьи. Значительная часть источников оцифрована и доступна в электрон-

ном варианте для чтения и обработки (см., например, [1–5]). Для формирования 

пространства математического знания как составляющей единого пространства 

научных знаний необходимо, в частности, решить задачи структурирования и се-

мантического представления знаний (см., например, [6]). Создание математиче-

ских онтологий направлено на решение этих задач (см., например, [7–9]). В ра-

ботах [7, 10] проведены исследования по применению онтологий в прикладных 

задачах, представлены примеры использования математических онтологий в ка-

честве компонент рекомендательных и поисковых систем.  

Эффективным подходом к интеграции разнородных данных в единое про-

странство научных знаний являются графы знаний, в которых знания представ-

лены в виде ориентированного графа сущностей и отношений между ними. Эф-

фективность этого подхода подтверждается развитием глобального облака от-

крытых связанных данных (Linked Open Data Cloud, https://lod-cloud.net/). 

Термин «граф знаний» был введен в официальном блоге Google для обо-

значения использования в веб-поиске знаний, полученных с помощью связей 

между объектами [11]. Минимальный набор характеристик, позволяющий отли-

чать графы знаний от других наборов знаний, описан в [12]. 

Для представления графов знаний используется стандарт консорциума 

W3C для моделирования и обмена данными Resource Description Framework 

(RDF, https://www.w3.org/RDF/), а также графы свойств (Property Graphs) (см., 

например, [13]). 

 

 

https://www.w3.org/RDF/


Russian Digital Libraries Journal. 2026. V. 29. No. 3 

 

 

____________________________________________________________________ 

 

800 

Отметим ряд исследований, связанных с проектированием графов знаний 

в математической области. Подход к формированию графа знаний на основе он-

тологического описания научных предметных областей представлен в [14]. В ка-

честве источника структурированных данных использована семантическая биб-

лиотека LibMeta (https://libmeta.ru/). Онтология содержимого семантической 

библиотеки применена в качестве средства формализации. 

Технология построения графов знаний для необработанных научных тек-

стов представлена в [15]. Предложена семантическая модель предметной обла-

сти междисциплинарного научного журнала на основе онтологии библиотеки 

LibMeta. В этой работе показано, как можно перейти от неструктурированных 

текстов к тематическому анализу и встраиванию в граф знаний LibMeta. 

В [16] предложен метод обогащения графа знаний и расширения предмет-

ной онтологии с помощью больших языковых моделей. В [17] представлены ис-

следования процесса адаптации LLM к предметной области обыкновенных диф-

ференциальных уравнений, представленной в виде онтологии русскоязычных 

ресурсов. Предложен интеграционный подход, рассматривающий ограничения 

больших языковых моделей в рамках библиотеки LibMeta, а также оценку реле-

вантности ответа для различных LLM.  

Настоящая работа является продолжением исследований, представлен-

ных в [18]. Предложены архитектура графа знаний «Математические уравнения» 

и алгоритм его реализации, основанный на извлечении знаний из научно-обра-

зовательного портала EqWorld «Мир математических уравнений» [2] и онтоло-

гии профессиональной математики OntoMathPRO [7]. Использовались также све-

дения об уравнениях, представленных в справочниках по обыкновенным диф-

ференциальным уравнениям и дифференциальным уравнениям в частных про-

изводных [19, 20], справочники по уравнениям математической физики [21, 22], 

справочник по интегральным уравнениям [23], а также переводы указанных книг 

на английский язык [24–28]. Для пополнения онтологии, которое также выпол-

нено в работе, использовались сведения, представленные в Математической эн-

циклопедии под редакцией И. М. Виноградова в пяти томах [29], а также пере-

вод этой энциклопедии на английский язык [5, 30]. 

https://libmeta.ru/
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Настоящая работа посвящена разработке метода автоматического постро-

ения графа знаний «Математические уравнения» для представления и хранения 

знаний об основных типах математических уравнений. 

Определение (см., например, [31]). Граф знаний – это кортеж 𝐺 =

 (𝐸, 𝑅, 𝑇, 𝐷), где E – множество вершин, представляющих сущности предмет-

ной области, R – множество отношений, связывающих сущности, T – множе-

ство RDF-триплетов (𝑠, 𝑝, 𝑜) ∈ 𝐸 × 𝑅 × 𝐸, s – субъект, p – предикат, o – объ-

ект, D – множество описаний сущностей и отношений. 

Проектирование графа знаний «Математические уравнения» (далее «граф 

знаний») предполагает решение задач по нескольким взаимосвязанным 

направлениям: 

 определение узлов графа знаний; 

 определение отношений между узлами графа знаний; 

 разработка программных инструментов для извлечения и импорта имено-

ванных сущностей и фактов из внешних источников; 

 построение системы RML-правил отображения структурированных данных 

в RDF-формат; 

 автоматическая генерация RDF-триплетов и формирование на их основе 

графа знаний; 

 организация хранилища графа знаний с поддержкой SPARQL-запросов. 

2. МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ ГРАФА ЗНАНИЙ  

2.1. Архитектура системы построения графа знаний  

На рис. 1 представлена архитектура системы автоматического построения 

графа знаний «Математические уравнения». Указаны основные источники зна-

ний, а также основные модули, участвующие в формировании графа знаний. 
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Рис. 1. Архитектура системы построения графа знаний «Математические 

уравнения». 

2.2. Алгоритм извлечения знаний об уравнениях с портала EqWorld 

Международный научно-образовательный портал «Мир математических 

уравнений» EqWorld содержит информацию о примерно 800 уравнениях, вклю-

чая сведения о методах их решения и ссылки на внешние источники [2]. Пред-

ставлена иерархия уравнений, распределенных по типам в 38 разделах и 60 под-

разделах.  

Для автоматического сбора данных об уравнениях разработан алгоритм 

последовательного обхода 2000 веб-страниц портала, извлечения сведений об 

уравнениях и преобразования полученных данных в TEX-представление с после-

дующим формированием объекта уравнения. 

Алгоритм извлечения информации об уравнениях с портала EqWorld пред-

ставлен в виде блок-схемы на рис. 2. Производится последовательный обход 

веб-страниц портала EqWorld с автоматическим поиском и извлечением данных 

о математических уравнениях, представленных на этих страницах. Далее орга-



Электронные библиотеки. 2026. Т. 29. № 3 

 

 

__________________________________________________________________ 

 

803 

низуется цикл, в котором обрабатывается информация о каждом уравнении. Из-

влекаются типы и подтипы уравнения, их названия, ссылки на PDF-документы. 

Производится преобразование извлеченной информации в LATEX- и HTML- пред-

ставления. В результате формируется список объектов уравнений. 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма извлечения информации об уравнениях с веб-

страниц портала EqWorld. 
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Далее представлен псевдокод алгоритма извлечения информации об 

уравнениях с веб-страниц портала EqWorld (алгоритм 1). 

Алгоритм 1. Алгоритм извлечения информации об уравнениях. 

 Входные данные: набор URL-адресов страниц, подлежащих обработке 

 Выходные данные: Список уравнений 

 

1 

# Чтение набора url-адресов из текстового файла 

urls = GetUrls() 

 

2 

# Инициализация результирующего списка 

result = [] 

3 for url in urls:  

 

4 

 # Загрузка html-страницы по текущему url-адресу 

htmlDoc = Load(url) 

 

 

5 

 # Извлечение базового типа уравнений (например, Обыкновенные диффе-

ренциальные уравнения первого порядка) 

baseType = GetBaseType(htmlDoc) 

 

6 

 # Извлечение групп уравнений 

eqGroups = GetEquationsGroups(htmlDoc) 

7  for eqGroup in eqGroups:  

 

 

 

8 

  # Формирование списка типов группы уравнений. Например, {Линейные 

обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка, Дифферен-

циальные уравнения, содержащие степенные функции} 

types = GetGroupTypes(baseType, eqGroup) 

 

9 

  # Получение списка уравнений группы 

groupEquations = GetGroupEquations(eqGroup) 

10   for equationContainer in groupEquations: 

 

11 

   # Извлечение ссылки на связанный pdf-документ 

pdfLink = GetPdfLink(equationContainer) 

 

12 

   # Формирование строкового, LaTeX и html представлений уравнений 

stringForm, latexForm, htmlForm = EquationFormsBuilder.GetEqua-

tionForms(equationContainer) 

 

13 

   # Извлечение названий уравнения 

label = GetLabel(equationContainer) 

 

14 

 

 

 

   # Создание объекта уравнения, на основе извлеченной информации 

equationObject = new Equation( 

  types, 

  pdfLink, 

  label, 
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  stringForm, 

  latexForm, 

  htmlForm) 

 

15 

   # Добавление объекта уравнений в результирующий список 

result.Add(equationObject) 

16   end for 

17  end for  

18 end for  

19 return result 

2.3. Алгоритм извлечения знаний из онтологии OntoMathPRO 

Онтология математического знания OntoMathPRO разработана с целью 

классификации и систематизации основных понятий профессиональной матема-

тики [7, 32]. В этой онтологии представлены основные разделы математики, 

включая, в частности, таксономии «Уравнение», «Элемент теории дифференци-

альных уравнений», «Уравнение математического анализа», «Уравнение чис-

ленного анализа», используемые в качестве источников фактов об уравнениях 

в процессе формирования графа знаний [33]. 

Для соответствия типов уравнений, представленных на портале EqWorld, 

онтология OntoMathPRO была пополнена новыми классами уравнений. Созданы 

новые отношения в онтологии: omp2:ParticularSolution, omp2:ExactSo-

lution. Эти связи позволили связать каждое уравнение с методами его реше-

ния и точным решением. 

Разработан алгоритм связывания информации о классах уравнений, пред-

ставленной в онтологии OntoMathPRO, с информацией об уравнениях, извлечен-

ной с портала EqWorld. Под связыванием понимается поиск в онтологии кон-

цепта, подходящего для конкретного уравнения, присваивание объекту уравне-

ния URI найденного концепта и присоединение к объекту уравнения сведений, 

полученных из онтологии. 

Алгоритм состоит из двух этапов. На первом этапе производится поиск 

подходящего концепта онтологии на основе точного соответствия названия или 

названий типов связываемого уравнения (см. Алгоритм 2). 
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Алгоритм 2. Метод прямого поиска. 

 Входные данные: Объект уравнения 

 Выходные данные: Логическое значение (true\false) 

 

 

1 

# Если у уравнения есть название, но изначально осуществляем поиск 

по нему 

if equation.Label != ‘Без названия’:  

 

2 

 # Запрос к онтологии на поиск концепта по переданному названию 

result = SparqlService.GetConceptByLabel(equation.Label) 

 

3 

 # Если концепт найден 

if result != null: 

 

 

4 

  # Дополнение объекта уравнения информацией, имеющейся в онто-

логии 

CompleteEquation(equation, result) 

5   return true  

 

 

6 

# Если поиск по названию не удался, то последовательно выполняется 

поиск по названиям типов уравнения 

for eqType in equation.Types:  

7  result = SparqlService.GetConceptByLabel(eqType)  

8  if result != null: 

9   CompleteEquation(equation, result) 

10   return true 

 

11 

# Поиск не дал результатов 

return false  

 

Если поиск не дает результата, например, из-за различий в названии типа 

уравнения, на втором этапе выполняется процедура семантического сопостав-

ления названий. Концепты онтологии предварительно векторизуются по схеме 

TF-IDF. Затем из названия и типов уравнения формируется текстовый документ, 

который проходит аналогичную векторизацию, после это наиболее близкий кон-

цепт определяется по косинусной мере сходства. 

Блок-схема алгоритма представлена на рис. 3. По этому алгоритму произ-

водится последовательная обработка входного списка уравнений с целью сопо-

ставления каждого уравнения с соответствующим концептом онтологии. Для 

каждого уравнения сначала предпринимается попытка прямого поиска кон-
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цепта по названию уравнения, а затем выполняется поиск по его типам и подти-

пам, перебираемым от частного к общему. В случае успешного нахождения кон-

цепта уравнению присваиваются его URI и дополнительные сведения из онтоло-

гии. Если же подходящий концепт не был найден, применяется метод семанти-

ческого сопоставления: из названия и типов уравнения формируется текстовый 

документ, к которому применяются предобработка и векторизация на основе 

схемы TF-IDF, далее вычисляется значение меры сходства и определяется наибо-

лее близкий концепт онтологии. В результате формируется XML-файл, содержа-

щий список уравнений. 

Рис. 3. Блок-схема алгоритма связывания объектов уравнений с концептами 

онтологии OntoMathPRO. 

Ниже представлен псевдокод алгоритма связывания объектов уравнений 

с концептами онтологии (Алгоритм 3). 
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Алгоритм 3. Метод связывания объектов уравнений с концептами онтологии  

 Входные данные: Список объектов уравнений 

 Выходные данные: XML-файл, содержащий информацию об уравнениях, раз-

меченных в терминах концептов онтологии 

1 for equation in equations: 

 

2 

 # Изначально происходит попытка прямого поиска 

if TryDirectLinking(equation): 

3   сontinue 

 

 

 

4 

 # Получение наиболее близкого концепта, на основе оценки косинус-

ной меры сходства векторных представлений концептов онтологии и 

объекта уравнения 

closestConcept = Vectorizer.GetClosestConcept(equation) 

 

5 

 # Извлечение информации по найденному концепту 

conceptInfo = SparqlService.GetConceptInfo(closestConcept) 

 

6 

 # Дополнение объекта уравнения найденной информацией 

CompleteEquation(equation, conceptInfo) 

 

7 

# Сохранение результирующего списка уравнений в виде XML-файла 

SaveAsXML(equations) 

2.4. Алгоритм генерации RDF-триплетов 

В результате выполнения операций, представленных в п. 2.2 и 2.3, форми-

руется XML-файл, содержащий метаданные уравнений. Для каждого объекта 

уравнений в XML-файле, в частности, зафиксированы следующие метаданные: 

 Названия уравнения на русском и английском языках (xml-тэги La-

belText и LangTag); 

 Тип уравнения (xml-тэг Types); 

 Строковое, HTML и LATEX представления формульной записи уравне-

ния (тэги StringFrom, HtmlForm, LatexForm); 

 URI родительского и рассматриваемого концептов онтологии 

(SubClassOf, LinkedOmpConcept); 

 Описание свойств уравнения (тэг Comments).  

Фрагмент XML-файла приведен на рис. 4.  

Преобразование XML-данных в RDF-представление выполняется на осно-

вании разработанной системы правил, записанной на языке RML (RDF Mapping 
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Language) [34]. Система RML-правил задает карты троек, однозначно определя-

ющие субъект, предикат и объект каждого генерируемого триплета (фрагмент 

карты представлен на рис. 5).  

Набор правил отображения и XML-файл уравнений передаются RML-про-

цессору, который генерирует триплеты и записывает их файл в формате Turtle 

(фрагмент файла представлен на рис. 6). 

 

Рис. 4. Фрагмент XML-файла с информацией об уравнении Абеля 2-го рода. 
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Рис. 5. Фрагмент карты троек, в которой определены логический источник, 

карта субъекта и карта предиката-объекта. 

 

Рис. 6. Фрагмент файла, содержащего сгенерированные RDF-триплеты 

для сущности «Уравнение Абеля второго рода». 

Блок-схема алгоритма генерации RDF-триплетов представлена на рис. 7. 

Производится преобразование структурированных данных об уравнениях в фор-

мат RDF с последующей записью в граф знаний. Для этого формируются RML-

правила отображения, на основе которых настраивается RML-процессор, полу-

чающий на вход XML-файл с описанием уравнений. После вызова процессора 

сгенерированные RDF-триплеты сохраняются в хранилище Open Link Virtuoso 

в виде графа знаний. Созданное хранилище предоставляет возможность выпол-

нения SPARQL-запросов. 

На Рис. 8 приведен фрагмент графа знаний, представляющий узлы и отно-

шения для сущности «Уравнение Абеля второго рода. 
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Рис. 7. Блок-схема алгоритма генерации RDF-триплетов. 

 

Рис. 8. Визуализация фрагмента графа знаний, представляющего узлы и 

отношения для сущности «Уравнение Абеля второго рода». 

3. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ И ТЕСТИРОВАНИЕ 

Разработанный программный комплекс написан на языке C# с примене-

нием платформы .NET и состоит из трех основных модулей и набора вспомога-

тельных программных сервисов. 

Модуль ParserService содержит функционал, обеспечивающий после-

довательный обход веб-страниц портала EqWorld и извлечение информации об 
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уравнениях. Для извлечения данных с веб-страниц (веб-скрейпинг) использу-

ются функции библиотеки HTMLAgilityPack (https://html-agility-pack.net/). Каж-

дое обнаруженное уравнение представляется экземпляром класса Equation. 

Модуль LinkingService обеспечивает дополнение данных с помощью 

сопоставления уравнений с концептами онтологии OntoMathPRO. Для векториза-

ции и вычисления семантической близости задействована библиотека машин-

ного обучения Accord.Net (https://accord-framework.net/). Взаимодействие с он-

тологией осуществляется через систему сформированных SPARQL-запросов. 

Модуль RdfGenerationService координирует работу RML-процессора: 

передает ему XML-файл с описаниями уравнений и набор правил отображения, 

после чего сохраняет сгенерированное множество RDF-триплетов в хранилище 

графа знаний. 

Вспомогательный уровень состоит из следующих программных сервисов: 

 SparqlService – формирование, отправка запросов к онтологии и обра-

ботка полученных ответов; 

 VectorizationService – построение TF-IDF-векторных представлений 

концептов онтологии; 

 TextPreprocessor – предобработка текстовых данных (токенизация, 

лемматизация и пр.); 

 EquationFormsBuilder – формирование строкового, HTML- и LATEX- 

представлений уравнений. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен метод и реализован алгоритм построения графа знаний «Ма-

тематические уравнения», объединяющий факты об уравнениях, представлен-

ные на научно-образовательном портале EqWorld «Мир математических урав-

нений» и онтологии профессиональной математики OntoMathPRO. Сформирован-

ный граф включен в цифровую экосистему OntoMath [35] цифровой математиче-

ской библиотеки Lobachevskii-DML [36, 37] в качестве математического арте-

факта, что определяет его практическую значимость. 

Дальнейшее развитие работы предполагает значительное пополнение 

графа знаний, включая добавление новых классов уравнений, введение допол-
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нительных типов отношений между ними, а также установление связей с дру-

гими объектами знаний математического пространства. 
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ENGINEERING AND AUTOMATIC CONSTRUCTION OF A KNOWLEDGE 

GRAPH “MATHEMATICAL EQUATIONS” 
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Abstract 

We propose an approach to engineering and implementing a knowledge graph 

for representing and storing knowledge about mathematical equations. We have de-

veloped a knowledge graph prototype that represents knowledge about the main 

types of mathematical equations, including algebraic equations, ordinary differential 

equations, partial differential equations, and integral equations. We designed the 

knowledge graph of mathematical equations as a mathematical artifact. We are inte-
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grating this artifact into the digital ecosystem of the Lobachevskii Digital Mathemati-

cal Library, therefore, we took into account the ecosystem's general compatibility re-

quirements during the design. We have developed software tools for extracting and 

processing information about equations presented in digital libraries and electronic 

scientific resources. The current version of the knowledge graph prototype is based 

on the OntoMathPRO ontology of professional mathematics and a taxonomy of equa-

tions, built on information extracted from the web pages of the portal EqWorld "The 

World of Mathematical Equations." We expanded the OntoMathPRO ontology with 

new equation classes and new relationships to align with the equation type hierarchy 

presented on the EqWorld portal. We implemented a set of software modules that 

support the full cycle of knowledge graph generation, including a module for auto-

matically extracting entities from external sources, a module for linking entities to 

OntoMathPRO ontology concepts, and a module for converting the acquired 

knowledge into an RDF representation and then storing it in a data warehouse. The 

knowledge graph supports SPARQL queries. 

Keywords: knowledge graph, knowledge extraction, mathematical equation, 

mathematical ontology, representation of mathematical knowledge. 
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