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Аннотация  

Представлены разработанные математические модели и вариационный 

метод расчета пространственных стержневых конструкций, усиленных в нагру-

женном состоянии. Эти модели и метод расчета имеют более широкие возмож-

ности по сравнению с существующими. Их использование позволяет выполнять 

расчеты стержневых систем, усиливаемых способами наращивания поперечных 

сечений стержней, изменения расчетной схемы и деформированного состояния. 

Рассмотрены сложные стержневые конструкции с различными формами попе-

речного сечения. В основе расчетов лежат гипотезы теории стержней Тимо-

шенко. Для тонкостенных стержней дополнительно использованы положения 

теории тонкостенных стержней с учетом сдвиговых деформаций. Предполага-

ется, что материал стержневого элемента следует диаграмме линейно упрочня-

ющегося материала. Расчет напряжено-деформированного состояния (НДС) уси-

ленной конструкции выполняется поэтапно. На начальной стадии вычисляются 

перемещения и напряжения в элементах конструкции под действием исходных 

нагрузок. На втором этапе определяются величины монтажных сил и напряже-

ний, возникающих при присоединении усиливающих элементов к основным 

элементам конструкции. На последнем этапе выполняется расчет усиленной 

конструкции от воздействий дополнительных нагрузок, прикладываемых к кон-

струкции после усиления. Рассмотрены примеры расчета эксплуатируемых кон-

струкций, усиленных различными способами, с использованием предложенных 

моделей и метода расчета. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для проектирования усиления эксплуатируемых сооружений актуальными 

являются вопросы разработки математических моделей и метода расчета усили-

ваемых конструкций. В настоящее время опубликовано достаточно много науч-

ных работ [1–16], в которых исследованы отдельные вопросы оценки несущей 

способности реконструируемых и усиливаемых сооружений. Разработаны ме-

тоды расчета железобетонных и металлических конструкций различного назна-

чения. Однако эти исследования не являются универсальными. Методы расчета, 

предложенные в этих работах, не позволяют учитывать ряд факторов, влияющих 

на напряженно-деформированное состояние усиливаемых сооружений. К этим 

факторам относятся наличие начальных напряжений в элементах конструкции 

до проведения усиления, появление монтажных деформаций при присоедине-

нии усиливающих элементов к основным конструктивным частям, изменение 

расчетной и конструктивной схем конструкции в процессе усилении, развитие 

упругопластических деформаций элементов конструкции, а также депланация 

сечения в условиях стесненного кручения тонкостенных стержней. Эти факторы 

определяют потребность в моделировании усиления и создании универсаль-

ного расчетного метода.  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И МЕТОД РАСЧЕТА 

Разработаны математические модели и предложен вариационный метод 

расчета пространственных стержневых конструкций, усиливаемых в условиях 

действующей нагрузки (рис. 1). 

Эти модели и метод расчета имеют более широкие возможности по срав-

нению с существующими. Их использование позволяет выполнять расчеты 

стержневых систем, усиливаемых способами наращивания поперечных сечений 

стержней, модификации расчетной схемы и деформированного состояния. При 

этом стержневые элементы бывают с разными поперечными сечениями, в том 

числе армированными.  
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Рис. 1. Схема пространственной стержневой конструкции 
 

Для расчета конструкций, которые необходимо усиливать без снятия дей-

ствующей нагрузки, используют модели расчета стержней с учетом сдвигов [17]. 

Полагают, что материал стержневого элемента подчиняется двухлинейной диа-

грамме линейно упрочняющегося материала. Зависимости между напряжени-

ями x , xy , xz  и деформациями x , xy , xz  выражаются соотношениями 

    xx E  * ,             xyxy G  * ,              xzxz G  * ,                               (1) 

где  

     )1(  
kEEE ,             

   














12

α)(1

12

kEE
G .                           (2) 

В соотношении (2) E  – модуль упругости материала; kЕ  – касательный модуль 

упругости при упругопластических деформациях; *  – коэффициент поперечной 

деформации материала в зоне упругопластических деформаций;   – коэффици-

ент, зависящий от величины упругопластических деформаций: 1  при Тx  

и xТ E /  при Тx   , где Т  – предел текучести материала. 

Деформации  x , xy , xz  определяются  

xd

d
z

xd

d
y

xd

du
x

231 
  ;                    

xd

d
zyf

xd

du
zyfxy

1
23

2
1 ,,


 








 ; 

           
xd

d
zyf

dx

du
zyfxz

1
22

3

1 ,,


  









 ,                                   (3) 

О1 

 

 

 

 

 

 

 

 

О 



Russian Digital Libraries Journal. 2026. V. 29. No. 2  
 
 

_____________________________________________________________________ 
 

612 

где 1u , 2u , 3u  – перемещения, а 1 , 2 , 3  –  углы поворота поперечных сечений 

стержневых элементов относительно осей Ox , Oy , Oz ; ),(1 zyf , ),(*
1 zyf , 

),(2 zyf , ),(*
2 zyf  – функции, зависящие от вида деформации и формы попереч-

ного сечения стержня, вид которых определяется формулами, описанными 

в [18]. 

Для анализа напряженно-деформированного состояния (НДС) стержневой 

конструкции применим вариационный метод Лагранжа. Условие равновесия 

в рамках этого метода запишем в виде 

0 WU  ,                                                           (4) 

где U  – вариация потенциальной энергии стержневой системы; W  – вариа-

ция работы, совершаемой внешними силами. 

При расчете конструкций, усиление которых выполняется в нагруженном 

состоянии, сначала определим начальные напряжения н
x , н

xy , н
xz . В этом слу-

чае вариации U  и W  потенциальной энергии и работы внешних нагрузок, со-

гласно [18], можно представить в виде 
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В (5) приняты обозначения: l – длина стержня; пA  – площадь поврежденных эле-

ментов конструкции и аA  – площадь арматурных сечений (для железобетона); 

н
1q , н

2q , н
3q , н

1iF , н
2iF , н

3iF , н
1kМ , н

2kМ , н
3kМ  – соответственно начальные распре-

деленные и сосредоточенные силы, а также моменты, которые действуют до 

усиления в точках с заданными координатами *
ix и *

kx ; 1
~u , 2

~u , 3
~u , 1

~ , 2
~ , 3

~  – 

перемещения и углы поворота поперечных сечений элементов конструкции от-

носительно координатных осей в глобальной системе координат zyxO ~~~ . После 
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усиления к элементам конструкции прикладывают дополнительные эксплуата-

ционные нагрузки 1q , 2q , 3q , iF1 , iF2 , iF3 , kМ1 , kМ 2 , kМ 3 . 

Расчет конструкции после усиления выполним с учетом начальных напря-

жений н
x , н

xy , н
xz , действующих в элементах конструкции. В рамках процедуры 

усиления металлических конструкций обязательным элементом расчета явля-

ется учет монтажных напряжений м
x , м

xy , м
xz , которые возникают при присо-

единении элементов усиления к основным конструктивным элементам. 

При этом величины монтажных напряжений определим с помощью метода, 

описанного в [18, 19]. 

В случае усиления конструкции способами увеличения сечения элементов 

и изменения конструктивной и расчетной схемы вариации потенциальной энер-

гии и работы внешних сил можно представить в виде 
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В соотношениях (6) уA  – площади сечений элементов стержневой конструкции, 

подвергнутых усилению путем увеличения геометрических размеров попереч-

ного сечения; дA  – площади сечений усиливающих элементов, дополнительно 

интегрированных в конструкцию. 

При расчете НДС тонкостенных стержневых конструкций примем гипотезы 

и соотношения теории стержней Тимошенко. Используем также следующие ги-

потезы, принятые в теории расчета тонкостенных стержней [18]:  

– гипотеза о неизменяемости контура, согласно которой при деформиро-

вании профиль стержня в плоскости поперечного сечения перемещается как аб-

солютно твердое тело; 

– гипотеза безмоментности, в соответствии с которой касательные напря-

жения, перпендикулярные к профилю (к срединной линии) сечения стержня, 

равны нулю. 

Положим, что деформации могут быть упругими и упругопластическими, 

а зависимость между напряжением и деформацией подчиняется диаграмме ли-

нейно-упрочняющего материала. Тогда напряжения запишутся в виде  
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Деформации x  и 
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Рис. 2. Расчетная схема тонкостенного сечения 

Согласно соотношениям (8), )(х  – параметр, количественно оцениваю-

щий депланацию поперечного сечения стержня; ),( KK zy  – геометрическое 

расстояние, равное длине перпендикуляра, восставленного из начала коорди-

натной системы Oxyz  (рис. 2, точка O ) к касательной, проведенной к кривой 

KO1  в фиксированной точке K ;   – секториальная характеристика сечения.    
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где н
x , н

tt yx  – начальные напряжения, присущие конструкции до начала ремонт-

ных работ; м
x , м

tt yx  – монтажные напряжения, возникающие в процессе уста-

новки усиливающих элементов; н
BjM  – бимомент, действующий в элементах тон-

костенной конструкции в исходном состоянии (до усиления); BjM – добавоч-

ный бимомент, появляющийся после выполнения усиления конструкции. 

Определение НДС элементов стержневой конструкции базируется на урав-

нении Лагранжа (4) с учетом выражений U  и W  и соотношений для напря-

жений и деформаций (1), (3) или (7) и (8) для тонкостенных стержней. 

При определении НДС разделим стержневую конструкцию на N  отдель-

ных участков. В глобальной системе координат перемещения ( 1
~u , 2

~u , 3
~u ), углы 

поворота ( 1
~ , 2

~ , 3
~ ) и меру депланации ( ) зададим следующим образом:  

)()()( tfCtu~xu~ m

M

m

i
km

i
kk 




1

,          )()()( tfDt~x~
m

M

m

i
km

i
kk 




1

,             (10)  

   tfBt)х( m

M

m

i
m

ii




1

. 

Здесь  10  tl/хt i ; x – координата вдоль продольной оси стержня; il  – раз-

мер i-го стержневого элемента; i
kmC , i

kmD , i
mB  – искомые постоянные,  
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 tfm  – функции аппроксимации при 3,2,1k ; N,i 1 , N  – общее число участков 

стержневой конструкции, M  – количество членов ряда,  

  ttf 11 ,    ttf 2 ,       21  m
m tttf       Mm ,3 . 

Подставив соотношения (6), а в случае тонкостенных конструкций – соотношения 

(9), в условие (4) с учетом (10) получим систему алгебраических уравнений  

  FCK  ,                                                     (11) 

где  K  – матрица жесткости конструкции; C  – вектор неизвестных коэффици-

ентов i
kmC , i

kmD , i
mB ; F  – вектор, зависящий от внешних нагрузок.  

 Решение системы уравнений (11) позволит определить неизвестные коэф-

фициенты i
kmC , i

kmD , i
mB . Затем с использованием рядов (10) и выражений (1), а 

в случае тонкостенных стержней с помощью соотношений (7), вычислим пере-

мещения и напряжения в элементах усиленной стержневой системы. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ  

На основе предложенных моделей и метода расчета приведем примеры 

расчета эксплуатируемых конструкций, усиленных различными способами. 

Пример 1. Расчет статически неопределимой рамной конструкции, уси-

ленной в нагруженном состоянии (рис. 3). 

Стойка 1 заданной рамы имеет сплошное по длине повреждение с момен-

том инерции 3
п 1067.2 J  м4. Для неповрежденных стоек 2, 3, 4 и ригеля рамы 

моменты инерции соответственно равны 2
н 10133.2 J  м4, 333.0р J  м4. Ха-

рактеристики упругости материала 5102 E  МПа, 4108 G  МПа. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Расчетная схема статически неопределимой рамы 
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Усиление рамной конструкции производилось с помощью направленного 

перераспределения жесткостей стоек [18]. Были рассмотрены следующие вари-

анты усиления стоек рамы:  

а) усилению подвергается только поврежденная стойка 1;  

б) одновременно усиливаются стойки 1 и 2;  

в) одновременно усиливаются стойки 1, 2 и 3. 

Расчеты усиления рамы выполнялись способом пошагового увеличения 

размеров стоек рамы до тех пор, пока не было достигнуто требуемое повышение 

несущей способности. Критерием достаточности усиления служило соотноше-

ние 1.1/ ну FF , где нF  – максимальная нагрузка, выдерживаемая конструк-

цией до усиления, уF  – после усиления. Усиление рамы проводилось при 

уровне начальных нагрузок п
о 7.0 FF  , здесь пF  – предельная нагрузка, вос-

принимаемая поврежденной рамой. Результаты расчетов представлены в 

табл. 1. 

Из таблицы 1 видно, что наиболее экономичным решением является уси-

ление исключительно поврежденной стойки 1: требуемая степень повышения 

несущей способности достигается при минимальном соотношении жесткостей 

элементов рамы. В этом случае соотношения жесткостей стоек оказываются на 

95% и 47% ниже, чем при усилении стоек 1 и 2 либо при одновременном усиле-

нии всех трех стоек (1, 2 и 3). 

Табл. 1. Результаты расчетов рамы усиленной способом пошагового уве-

личения размеров сечения стоек 

Усиление 

стоек 

Степень 

усиления 

конструк-

ции 
ну / FF  

Уровень 

начальных 

нагрузок 
п/ FF о  

Сумма жест-

костей стоек 

поврежден-

ной рамы 


пEJ , кНм2 

Сумма жест-

костей стоек 

рамы после 

усиления 


уEJ , кНм2 

Соотноше-

ние жестко-

стей 

 
пу / EJEJ

 

 

1 1.1 0.7 1334∙104 3614∙104 2.71 

1 и 2 1.1 0.7 1334∙104 7060∙104 5.29 

1, 2 и 3 1.1 0.7 1334∙104 5308∙104 3.98 
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Пример 2. Расчет усиления двухпролетной рамной конструкции (рис. 4). 

В качестве поперечного сечения для основных элементов (1–4) и усиливающих 

стержней (5 и 6) выбрано двутавровое сечение № 33. При усилении этой рамы 

использовалась такая схема усиления, согласно которой средняя стойка 2 рамы 

усиливалась способом наращивания поперечного сечения путем присоедине-

ния к нему элемента усиления 5, а также в процессе усиления к существующим 

элементам 1–4 конструкции добавлялись новые усиливающие стержни 6. Иссле-

довались вопросы влияния начальных и монтажных напряжений на степень уси-

ления рамной стержневой системы.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Схема усиления рамы наращиванием сечения и изменением 

конструктивной схемы 

Результаты расчетов, проведенных при упругих деформациях и с учетом 

возникновения упругопластических деформаций, представлены в табл. 2. 

Табл. 2. Результаты расчетов рамы усиленных способами наращивания 

поперечных сечений стержней и модификации расчетной схемы 

Виды усиления Уровень 

начальных 

нагрузок 

 п
о / FF  

Степень усиления ну / FF  

Упругие дефор-

мации 

Упругопласти-

ческие дефор-

мации 

Без учета монтажных 

напряжений 

0.6 1.21 1.35 

С учетом монтажных 

напряжений 

0.6 1.35 2.1 

6 м 6 м 

 

4
 м

 

6 м 

4 

6 

6 3 

2 5 1 
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Полученные данные показывают, что при учете монтажных напряжений 

степень повышения несущей способности конструкции получается значительно 

большей по сравнению со случаем, когда в расчетах влияние монтажных пере-

мещений и напряжений не учитывается. В случае допущения развития пластиче-

ских деформаций эффективность усиления получается на 56% больше, чем для 

случая расчетов только при упругих деформациях.    

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе разработаны математические модели и вариационный метод рас-

чета стержневых конструкций, усиливаемых в условиях действующей нагрузки. По 

сравнению с традиционными расчетными методиками предложенные решения 

обладают более широкими аналитическими возможностями.  

Использование указанных подходов позволяет рассчитывать усиливаемые 

стержневые системы с учетом: 

 деформационных процессов, присущих исходному состоянию, а также 

возникающих при монтаже; 

 изменений геометрической схемы сооружения; 

 упругопластических деформаций в стержнях с нестандартными формами 

поперечного сечения; 

 влияния депланации сечения при стесненном кручении.  

На основании разработанных моделей и метода расчета представлены 

примеры исследования процесса усиления нагруженных стержневых конструк-

ций. 
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Abstract 

The paper presents mathematical models developed by the authors and a var-

iational method for calculating spatial rod structures reinforced in a loaded state. The 

proposed models and calculation method offer broader capabilities compared to ex-

isting ones. Their application enables calculations for rod systems reinforced through 

methods such as increasing the cross-sections of rods, modifying the design scheme, 

and altering the deformed state. Complex rod structures with various cross-sectional 

shapes are examined. The calculations are based on the hypotheses of Timoshenko's 

beam theory. For thin-walled rods, the principles of thin-walled rod theory are addi-

tionally applied, taking shear deformations into account. It is assumed that the mate-

rial of the rod element follows the diagram of a linearly hardening material. The cal-

culation of the stress-strain state (SSS) of the reinforced structure is performed in 

stages: 

1) at the initial stage, displacements and stresses in the structural elements un-

der the action of initial loads are calculated; 

2) at the second stage, the values of the mounting forces and stresses arising 

when reinforcing elements are attached to the main structural elements are deter-

mined;  

3) at the final stage, the reinforced structure is analyzed under the effects of 

additional loads applied after reinforcement. 

Based on the proposed models and calculation method, examples of calculation 

for operational structures reinforced by various methods are provided. 

Keywords: rod system, mathematical model, variational method, stress-strain 

state, repair and reinforcement. 
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